CAPITULO 4-3
MODELOS CON VARIABLE DEPENDIENTE
CUALITATIVA

4-3.1 MODELOS DE ELECCION BINARIA:
LOGIT BINOMIAL Y PROBIT BINOMIAL

4-3.1.1 El problema

Nos proponemos, en este momento, examinar la otra cara,
por asi decirlo, del analisis de varianza. En el andlisis de va-
rianza la variable de reaccion es continua, mientras que las
variables estimulos son discretas; por lo contrario, ahora, la
variable de reaccion es discreta, mientras que las variables de
estimulo pueden ser continuas.

Es posible deducir el modelo logit a partir del analisis de
las tablas de contingencia. Sin embargo, en el analisis de las
tablas de contingencia todas las variables de clasificacion tie-
nen papeles simétricos cuando, por lo contrario, en el modelo
logit una de las variables toma el papel de variable depen-
diente y las probabilidades de pertenencia a sus diferentes ca-
tegorias son condicionadas por las demas variables, las
cuales, por consiguiente, toman el papel de variables inde-
pendientes. Ademas, la posibilidad de encontrar variables
continuas entre las variables independientes constituye una
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generalizacion con respecto al logit deducido del analisis de
las tablas de contingencia.

Para empezar, consideremos el caso cuando la variable
dependiente es dicotomica en lugar de ser politomica; en es-
tas condiciones, s6lo existen dos posibilidades:

YVi= 0ol

Ejemplo: en un estudio sobre la movilidad residencial de
los hogares,*®

e y;=0siel hogar i no se muda

e y;=1siel hogarise muda
Ahora bien, en el modelo estandar

Vi = D XijBj +Uj
]

el valor de la variable dependiente y; no puede limitarse a
tomar los valores 0 y 1 cuando los términos aleatorios u; po-

seen una distribucion normal (esto porque una variable nor-
mal es continua y su dominio de variacion se extiende de — c
a+ ).

El primer paso que debemos emprender para solucionar
esta dificultad es considerar que la verdadera variable depen-
diente no es la variable dicotémica y, mas bien la probabili-
dad que y =1:

Pry; =1]=2 " x;j 8j +u;
i

Esto conlleva, sin embargo, dos dificultades:

1. Aunque la nueva variable dependiente Pr[y;=1] sea
continua, su campo de variacion se limita al intervalo
[0, 1], cuando el campo de variacion del término alea-
torio, en caso de poseer una distribucion normal, se ex-
tiende de — o0 a + oo.

201 para un ejemplo, vea Mongeau (sin fecha).
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2. La nueva variable dependiente Pr[y; = 1], no se puede

observar, pues lo que observamos no son mas que las
realizaciones (y;j =1 o y; = 0); por lo tanto sera necesa-

rio recurrir a un método de estimacion que sea adecua-
do a la situacién.

4-3.1.2 Modelo de comportamiento

Uno de los fundamentos tedricos posibles del modelo logit
binomial es un modelo de comportamiento del tipo estimulo-
reaccion (stimulus-response), el cual se usa con frecuencia
particularmente en biologia cuando se somete a los sujetos de
un experimento a condiciones (estimulos) que varian de un
sujeto a otro. Entonces se observan las reacciones y se busca
estimar la relacion entre estimulos y reaccion.

Es posible presentar este modelo en dos partes. La prime-
ra parte constituye el modelo de reaccion del sujeto (modelo
de comportamiento) y la segunda, el modelo de estimulo to-
tal, el cual es el resultado de las diferentes condiciones com-
binadas a las cuales se somete a un sujeto.

Primera parte: modelo de reaccion

No es posible observar directamente el estimulo total al cual
se somete al sujeto. Supongamos, no obstante, que exista una
variable no observable (“latente”) w que mide este estimulo,
es decir el atractivo o “lo deseable” de una eleccién (un eco-
nomista dirfa la “utilidad”). En el ejemplo del estudio sobre
la movilidad residencial, el hogar i muda si esta variable la-
tente w rebasa un cierto valor critico, un “umbral de reac-

cion” (S):
yi=0siw;<S
YVi= 1si Wi >S
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donde w es el valor de la variable latente para el hogariy S
es el umbral critico mas alla del cual el hogar se muda. Es
comodo suponer que se define la variable latente w para que
S sea igual a cero, lo que nos da:

yi=0siw;<0

YVi= 1si Wi >0

Esta dltima hipdtesis no impone ninguna restriccion al

modelo, puesto que w es una variable ordinal cuyo cero es
arbitrario.

Segunda parte: modelo de estimulo total

Se determina el valor de la variable latente (no observada)
con un cierto ndmero de factores medidos con variables in-
dependientes apropiadas (los x). Por ejemplo, en el estudio
sobre la movilidad residencial, las variables independientes
podrian tomar en cuenta las caracteristicas del hogar, las ca-
racteristicas de la vivienda actual, etcétera.

Si, ademas, suponemos que la relacion entre las variables
independientes y la variable latente es lineal, obtenemos el
modelo siguiente:

Wi :injﬂj +Uj
J

donde el término aleatorio u; representa las variaciones alea-

torias entre los sujetos (los hogares). EI modelo no emite la
hipdtesis que todos los sujetos son idénticos sino, mas bien
que, solamente, el modelo es lo suficiente completo para que
podamos considerar las variaciones de comportamientos no
explicadas por el modelo como el resultado del azar.

Integracion de las dos partes del modelo

Se combina las dos partes del modelo.
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w; <0equivalea ) xjjj +Uj <0,
J
0seaa Uj <Y Xjjfj
j

w; > 0 equivale a M xjj B} +U; 0,

i
0seaa Uj =—» X;jf
j

Por lo tanto,
inOSi Ui <—ZXijﬂj yyizlsi Ui Z—injﬂj
i i

De esta manera, la probabilidad que y; = 0 es igual a la

probabilidad de que u; <—Z XjjBj y la probabilidad que
i
y;j =1 es igual a la probabilidad que u; 2—2 XijjBj - Estas
i

probabilidades dependen evidentemente de las hipotesis que
hacemos en cuanto a la distribucion de los uj. Dependiendo

de la hipotesis que hagamos sobre la funcion de densidad de
probabilidad de los uj, obtendremos un modelo logit o probit:

Hipotesis A: los uj. poseen distribuciones normales, inde-
pendientes entre si, con un promedio nulo y una varianza
comin o2 (hipdtesis de Gauss-Markov); éste es el modelo

probit.
Hipotesis B: los u; se distribuyen independientemente uno

del otro, y sus funciones de distribucién acumulativas se de-
finen con la funcion logistica; éste es el modelo logit.
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4-3.1.3 El modelo logit y la induccion estadistica

Con un modelo que contiene una variable latente (inobserva-
ble), como el anterior descrito, es evidentemente imposible
estimar los pardmetros A, por medio del método de los meno-

res cuadrados. Es necesario recurrir al método del maximo de
verosimilitud. La primera etapa en la aplicacion de este mé-
todo es construir la funcién de verosimilitud que, si recorda-
mos bien, es la funcion de probabilidad de la muestra que
expresamos en funcién de los parametros.?? La funcion de
verosimilitud se infiere, por consiguiente, de la hipétesis que
se hizo en cuanto a la distribucion de los u; , lo que constitu-

ye una especificacion completa del modelo aleatorio.

Nos interesa, en este momento y de manera especifica, el
modelo logit, el cual se infiere de la hipdtesis de una distri-
bucidn logistica. La funcion logistica es la funcion

t
L(t) = 1 __®
1+et ely1

Si la variable aleatoria u posee una funcién de distribu-
cion acumulativa logistica, entonces tenemaos:

t
Prlu<t]=L(t) = 1 _¢
1+et eli1

Se puede justificar la eleccién de la funcion logistica con
argumentos pragmaticos del siguiente tipo: es relativamente
facil de manejo y es muy semeja a la normal para valores al-
rededor del promedio (cuando se desemeja para los valores

202 o] momento de presentar el principio del méximo de verosimilitud (cap.
2-2), definimos la funcion de verosimilitud como la funcion de densidad de
probabilidad de la muestra. Sin embargo, en nuestro caso presente, la va-
riable observada es discreta (dicotdmica con mas precision), por lo tanto, la
funcion de verosimilitud es, sin més, la funcion de probabilidad.

472



extremos). No obstante, la eleccién de la funcidn logistica
puede basarse en fundamentos teéricos mucho mas sélidos.*

Los tests de hipotesis que son posibles efectuar se funda-
mentan en unas distribuciones asintéticas; son, por lo tanto,
validos solamente cuando la muestra es lo suficientemente
grande. Dicho de otra manera, mas grande seran la muestra,
mas confiables serd estos tests.

Los estimadores bj de los parametros /B, poseen distribu-

ciones asintdticas normales y los estimadores de sus diferen-
cias tipo poseen una distribucion asintdtica y2. Habiendo
cumplido con estas condiciones, es posible, ahora, aplicar los
tests t de Student a los parametros.

4-3.2 HACIA EL LOGIT MULTINOMIAL.:
UNA GENERALIZACION HEURISTICA DEL BINOMIAL

Parece claro que el modelo estimulo-reaccion, con umbral de
reaccion sélo se puede aplicar a una situacion de eleccion bi-
naria. En caso que haya mas de dos posibilidades, es necesa-
rio un modelo mas general donde el sujeto escoge la
posibilidad mas atrayente para él.
Ejemplo: eleccion del idioma de uso:
— y; = 0si el idioma de uso es el francés.

— ;= 1siel idioma de uso es el inglés.
y;j = 2 si el idioma de uso es el italiano.
yj = 3 si el idioma de uso es otro idioma.

El modelo tedrico de comportamiento subyacente al mo-
delo logit multinomial es el modelo de utilidad aleatoria
(random utility). Segun este modelo, existe una variable la-
tente que mide la “utilidad” o el atractivo de cada opcién en
funcidn de los atributos del sujeto y de las caracteristicas de
la opcidn. El sujeto escoge racionalmente la posibilidad que

203 \/ea, en particular, Ben Akiva y Lerman (1985).
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posee el mas grande atractivo.” No obstante, la utilidad de
cada opcidn no es una funcion determinista de las variables
independientes, mas bien, la suma de dos términos la consti-
tuye, a saber la utilidad sistematica y un término aleatorio.

En una situacion de eleccién politémica, al lugar de tener
una sola variable non observada (“latente”) w, tantas varia-
bles latentes son necesarias como hay posibilidades para que
cada una de estas variables mida el atractivo de la posibilidad
correspondiente. Escribamos:

wjj - medicion del atractivo de la posibilidad j para el
individuo i.
Como primer paso, reformulemos el modelo binario segun
este esquema. Tenemos como resultado:
yi = 0 si wig > Wiy
yi=1siwj; >wig
lo que equivale a
yi = 0 si wjg —w;j; >0, 0 seawj; —Wjp<0
yi=1siwj; —wjp>0

Por lo tanto, es posible interpretar la medicién del estimu-
lo w del modelo binario como una medicion de la diferencia
entre el atractivo de la primera y de la segunda posibilidad.
En estas condiciones, el modelo del estimulo se convierte en

Wi = Wiy — Wig = Zjg — Zjg * Ui
donde zj; =2xihﬁhj es la parte determinista del modelo
h
del atractivo de la posibilidad k.

204 Eg justamente en este punto que el modelo de utilidad aleatoria se dis-
tingue de los modelos con utilidad “constante” donde la probabilidad que
una opcion sea seleccionada aumenta con su utilidad, pero donde no es se-
guro que un sujeto escoja la posibilidad mas ventajosa para él. En los mo-
delos con utilidad “constante”, la eleccion de la posibilidad mas ventajosa
es solamente mas probable que las otras. Es en este sentido que nos aleja-
mos de un comportamiento racional.
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Teniendo:
pij = Prly; =]j] : la probabilidad que el individuo i esco-
ja la posibilidad j.

Tenemos:
ezi172i0
P~ a0 4
1
i =1—pi1 = _
Pio Pi1 QFLTi0 41

lo que implica para los puntos de ventaja (como en apuestas;
odds en inglés) de [y; = 1] contra [y; = 0]
Pir  _ P _ gzin-zio _ el
1-pa Pio eio
Supongamos, sin demostrarlo, que se pueda generalizar
este resultado con un nimero cualquiera de posibilidades y
que, para todo par de posibilidad j,k, tengamos
Pii - Zij
Pii _grijak e
Pik ek
Al efectuar la suma de todas las posibilidades j, obtenemos
>e
Pi _ i
7 Pk efik

donde Z pij =1, de tal manera que

j
p 2 i >e
ij ] 1

Z a a  elik

7 Pik Pik Pik
de lo que se deduce
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e Zik

-

2.e”
]

i'Y aqui tiene usted el modelo logit multinomial!

Los parametros de este modelo se estiman por medio del
método del maximo de verosimilitud, como en el caso del lo-
git binomial. Los procedimientos de induccion estadistica son

analogos.

Pik =
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