CAPITULO 2-3
LAS PRUEBAS DE HIPOTESIS®

2-3.1 INTRODUCCION A LAS PRUEBAS DE HIPOTESIS

Existen varios elementos que forman parte de la formulacioén
de un test de hipotesis:

e La poblacién (con mas exactitud, los parametros de la
poblacion), la cual corresponde a la realidad descono-
cida a proposito de la cual queremos probar una hip6-
tesis...

e La hipotesis, la cual es un enunciado con relacion a es-
ta poblacion (con mas exactitud, con relacion a uno o
varios parametros de esta poblacion) y de la cual no se
sabe si es verdadera o falsa.

e La muestra, es decir el conjunto de las observaciones
obtenidas de la poblacién a partir de las cuales busca-
remos decidir'® si consideramos la hip6tesis como
verdadera o falsa.

" Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, cap. 9) presentan los tests de
hipotesis una vez que presentaron la estimacion por intervalos (intervalos
de confianza). En estas condiciones, no es posible establecer un paralelis-
mo perfecto entre el manual de estos autores y el presente documento.

1% Observe que decimos claramente “decidir” y no “determinar”. De
hecho, para “determinar”, necesitariamos llegar a una certeza. Por lo con-
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e La variable-test, la cual es una estadistica de la muestra
que se usara para decidir si consideramos la hipotesis
como verdadera o falsa.

e La probabilidad, la cual, en este contexto, es una medi-
cion inversa'® del grado de incompatibilidad del valor
observado de la variable-test con la hipotesis.

o FEl nivel de significancia, el cual es el umbral de pro-
babilidad critica abajo del cual se decide que se juzga-
ran las observaciones (en sus formas resumidas en la
variable-tests) lo suficientemente improbables como
para ser incompatibles con la hipotesis.

Estos elementos asi como las relaciones que los unen se re-
presentan en el diagrama 2a.

trario, podriamos, en dado caso, “decidir” rechazar una hipdtesis sin estar
seguro de no cometer un error.

199" Cuidado con la doble negacion! Cuando més grande estd la probabili-
dad, mas el valor observado es compatible con la hipdtesis, por consiguien-
te, cuando mas pequefia esta la probabilidad, mas el valor observado tiende
a ser incompatible con la hipétesis. La probabilidad es efectivamente una
medicion inversa de la incompatibilidad.
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Diagrama 2a

La logica de los tests de hipotesis

Poblacion -
(parametro)

(Valor
compatible?

e Probabilidad = medicion &)
de compatibilidad

o Nivel de significancia = ™
criterio de decision
(no “determinacion”)

y 3

Muestra .
(estadistica) —| Variable-test

En caso de pretender formalizar el ejemplo de los drome-
darios australianos, podemos decir que:
e lapoblacion estudiada es la fauna australiana salvaje;
o la hipotesis para probar es que el numero de dromeda-
rios en esta fauna es nulo;
e la muestra se constituye del conjunto de animales ob-
servados hasta el momento del test;
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e la estadistica usada es el numero de dromedarios ob-
servados.

Pero dejemos de un lado este ejemplo, pues desarrollarlo
mas no seria muy congruente puesto que lo que hace falta en
este ejemplo es la posibilidad de medir el grado de incompa-
tibilidad entre el valor observado de la variable-test y la hipo-
tesis. De manera concreta, en el caso de los dromedarios, es
imposible construir un enunciado del tipo “Ubiqué X drome-
darios hasta el momento. Supongo que el dromedario no es
parte de la fauna salvaje australiana (o sea que supongo que
los que vi eran animales escapados de un zooldgico o de un
circo). Si mi suposicion es cierta, la probabilidad de observar
X dromedarios escapados son de Y en un millén”... En un test
de hipotesis, es necesario poder cuantificar este Y.

Durante la formulacién de un test de hipotesis, el meollo
del problema es la seleccion de una variable-test. Es tan cier-
to que varias de las variables-test que se usan con frecuencia
llevan el nombre de su inventor (Student,'® Fisher, Durbin-
Watson,...). Una variable-test debe poseer varias propiedades
indispensables:

1. El valor de una variable-test depende, al mismo tiem-
po, de los datos de la muestra y de la hipotesis que se
quiere probar.

En efecto, la variable-test constituye el enlace entre el
modelo (la hipdtesis que se quiere probar) y las obser-
vaciones. Mide, en cierto modo, la distancia o la disi-
militud entre las observaciones y las predicciones del
modelo o de la hipotesis.'" La variable-test no tendria
ninguna utilidad si no fuera que incorpora la informa-
cion contenida en la muestra, es decir si su valor fuera

"0 Student (estudiante) es seudonimo matematico W.S. Gossett (1876-
1937).
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Gosset.html

""" Es evidente con el Chi-cuadrado de Pearson que se utiliza para el test
de independencia en los cuadros de contingencia. Vea 4-1.
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independiente de las observaciones. No seria tampoco
de gran utilidad si su valor fuera lo mismo no impor-
tando la hipotesis especifica que se quisiera probar.
Mas bien, la variable-test debe permitir diferenciar en-
tre las hipotesis que decidimos rechazar y las que deci-
dimos no rechazar.

2. Se debe poder calcular el valor de la variable-test, es
decir que no debe depender de valores desconocidos
sino, mas bien, unicamente de las observaciones y de
los datos de la hipotesis.

3. La variable-test debe tener una distribucion de mues-
treo cuya forma generalizada es conocida y cuya forma
especifica depende del propio contenido de la hipotesis
que se quiere probar.

Veremos mas tarde con un ejemplo el significado preciso

y concreto de esta tercera propiedad. Mientras, examinemos
un poco el aspecto aleatorio de la variable-test. De hecho, pa-
ra tener una distribucion de probabilidad (su distribucion de
muestreo), es necesario que la variable-test sea un variable
aleatoria. En cambio, acabado el sorteo de la muestra, los va-
lores observados ya no son aleatorios sino, mas bien, fijos
(asi como el numero de dromedarios detectados, una vez que
hayan sido contados). La contradiccion existe solamente en
las apariencias en cuanto recordemos la distinciéon entre una
variable aleatoria y los valores que puede tomar. En efecto, la
muestra sorteada es s6lo una de las muestras posibles. A cada
una de ellas corresponde un valor de la variable-test (es poco
probable que otros viajeros o el mismo viajero en otro mo-
mento hubieran visto el mismo nimero de dromedarios). An-
tes de sortear la muestra, existia por lo tanto una multitud (y
en algunos casos, una infinidad) de valores posibles de la va-
riable-test. En otras palabras, imaginando que nos encontra-
mos justo antes del sorteo, entonces la variable-test es, por lo
tanto, claramente una variable aleatoria a la cual se asocia
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una distribucion de probabilidad (la distribucion de mues-
treo).

Este concepto no es tan exotico como parece y para de-
mostrarlo, los lingiiistas gustan citar este ejemplo de dos titu-
los de periddico:

| Hombre mordido por un perro |

| Perro mordido por un hombre |

En los dos casos se emplean las mismas palabras; solo se
modificé un tanto su orden. Entonces, ;por qué el segundo ti-
tulo es digno de la portada de la seccion de policia de La
Prensa''? y no el primero? Claro esta que el segundo relata
un evento sorprendente, sorprendente porque su probabilidad
ex ante era muy pequefia.

De la misma manera, consideramos a una persona que
acaba de ganar la loteria como una persona con mucha suerte
solo porque, ex ante, la probabilidad de que fuera ella era
muy pequefia.

Resumiendo, la distincion entre el valor observado y su
distribucién ex ante es analoga a la distincidon entre lo que
efectivamente acontecio y lo que esperdbamos. Siendo poe-
tas, podriamos decir que el evento que se realiza no borra el
recuerdo de lo que se esperaba de él sino todo lo contrario, la
sorpresa nace del choque entre los dos.

Para efectuar un test de hipotesis es necesario, por lo tan-
to, poder medir la sorpresa, es decir, determinar, suponiendo
que la hipdtesis que queremos probar sea verdadera, cual era
la probabilidad de observar lo que observamos antes de ob-
servarlo (lo cual se resume con la variable-test). Para poder
determinar esta probabilidad, se tiene que definir un modelo
de muestreo, es decir un modelo de la relacion entre la pobla-

"2 Diario de circulaciéon nacional en México.
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cion y la muestra. Esto implica que la seleccion de una varia-
ble-test y la especificacion del modelo de muestreo van de la
mano. El modelo de muestreo contiene, usualmente dos ele-
mentos:

e Una hipdtesis en cuanto a la forma general de las leyes
de probabilidad que rigen el fendmeno estudiado en la
poblacién.

e La especificacion del proceso de muestreo.

Una vez que se determino la probabilidad de lo que se ob-
servo, siempre y cuando se supone que la hipotesis es verda-
dera, solo falta decidir si el resultado conduce o no al rechazo
de la hipotesis. Para determinar esto se compara esta probabi-
lidad con el umbral de probabilidad critica, escogido previa-
mente, abajo del cual pensamos que las observaciones son lo
suficientemente improbables para ser incompatibles con la
hipdtesis. Este umbral critico se llama nivel de significancia
porque es el nivel de probabilidad debajo del cual se decide
considerar el desacuerdo entre las observaciones y la hipote-
sis como estadisticamente significativo.

A fin de quedar con las ideas bien claras, se formaliza el
argumento 16gico del test de hipotesis clasico en el cuadro
que sigue. En este enunciado, los términos en cursivas y entre
corchetes son las “variables” del argumento. Para aplicar el
argumento a un caso particular, se reemplaza estas variables
con los datos pertinentes del caso particular. Por consiguien-
te, se presenta un poco el argumento como una formula ma-
tematica donde calculamos el resultado con reemplazar las
variables por su valor. Una tabla subsiguiente presentara el
“valor” que debe tomar cada “variable” para aplicar el argu-
mento al test de una hipétesis simple sobre un promedio.
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Argumento del test de hipotesis clasico

1. Modelo de muestreo, hipotesis y implicaciones
(silogismo)

Si es cierto {modelo de muestreo},

entonces {variable}'" tiene la distribucion {distri-

bucion de muestreo}.

Ahora bien

si es cierta {hipotesis},

entonces {variable} es igual a la estadistica {va-

riable-test}.

Por lo tanto

si son ciertos a la vez {modelo de muestreo} y

{hipdtesis},

entonces {variable-test} tiene la distribucion {dis-

tribucion de muestreo}.

2. Regla de decision: definicion de la zona de rechazo

Se rechazara {hipotesis} si el valor observado de {va-
riable-test} pertenece a un conjunto de valores extre-
mas cuya probabilidad es inferior o igual a {nivel de
significancia}.'"
Teniendo

e ladistribucion {distribucion de muestreo},

e la orientacion del test (bilateral o unilateral, a

la derecha o a la izquierda, dependiendo de la

113 Egta variable, ni es una estadistica, ni es un parametro. No es un estadis-
tica porque su valor depende de parametros pero, tampoco es un parametro
ya que su valor depende también de una estadistica.

14 Serfa mas sencillo hablar en términos de la probabilidad del valor ob-
servado. Sin embargo, se trata de una variable aleatoria continua lo que
implica que la probabilidad de un valor especifico es infinitamente peque-
fia. Esta es la razén por la cual se razona en términos de un conjunto de va-
lores extremos que se define con uno o dos valores criticos (dependiendo si
se hace un test unilateral o bilateral).
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‘ hipotesis complementaria Hy ),

el conjunto de valores extremos que tiene una probabi-
lidad igual al {nivel de significancia} se define con
{zona de rechazo}.

3. Decision
Ahora bien, el valor observado de {variable-test} {for-
ma / no forma} parte del conjunto de valores extremos
que se define con {zona de rechazo}.
Por lo tanto, la regla de decision seleccionada lleva a
{rechazar / no rechazar} {hipétesis}.

2-3.2 CASO MODELO: UN TEST DE HIPOTESIS SIMPLE
SOBRE UN PROMEDIO

Ahora que expusimos la logica fundamental de los tests de
hipdtesis, examinemos cuales son las etapas a seguir para
aplicar esta logica. Lo haremos basandonos en un caso mode-
lo: un test de hipotesis simple sobre un promedio.
Ejemplo:
queremos estudiar el tiempo que pasan los habitantes de la
Isla de Montreal en escuchar la radio. El indicador posible
(la variable X) podria ser el nimero de minutos durante los
cuales un individuo escuchd la radio el miércoles 23 de
septiembre 1998. El promedio desconocido 4 podria ser

el nimero promedio de minutos de audiencia radiofonica
de los habitantes de la Isla de Montreal ese dia.'” En

15 Observe que el promedio buscado podria ser, por ejemplo, el namero
promedio de audiencia radio durante un miércoles cualquiera del periodo
del primero de septiembre al 30 de octubre de 1998. Este promedio dife-
rente se refiere, también, a una poblacion diferente. Sin embargo, si todas
las observaciones se efectuaron el miércoles 23 de septiembre, la muestra
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cuanto a la muestra, supondremos que encierra 25 obser-

vaciones y que el tiempo promedio de audiencia de la

muestra es igual a 110 minutos, con una desviacion estan-

dar s, = 20. La hipotesis que se quiere probar podria ser

que, en promedio, los habitantes de Montreal escucharon

la radio este dia durante cien minutos:''®

Hg : 4= 100

De manera mas general, queremos estudiar en una pobla-
cion dada, una caracteristica que se representa con la variable
X. Nos interesa 14, el promedio de X en la poblacion. Este
promedio x4 es desconocido. Sin embargo, disponemos de
una muestra obtenida en la poblacion y podimos calcular my,
el promedio de X en la muestra. Se trata, ahora, de probar la
hipotesis Hj que el “verdadero” valor del promedio es igual a
un valor especifico dado el cual se reconocera con la letra
griega gamma: .
Ho: =y

Para complementar la presentacion, el diagrama 2b, como
anexo, es una copia del diagrama 2a pero con los datos de

nuestro ejemplo de test de hipotesis simple sobre un prome-
dio.

corre el riesgo de no ser representativa de esta poblacion mas amplia, al
menos que se crea que los comportamientos son similares durante todos los
miércoles del periodo seleccionado (aunque hubo mal tiempo el miércoles,
pero no asi el 16...).

16 Esta claro que nadie nos impide testar la hipotesis que z = m, = 110.
Sin embargo, esta hipotesis especifica no es mas que una entre una infini-
dad de posibilidad.
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Diagrama 2b

La logica de los tests de hipotesis

Hipotesis
Hy: 1=100

Poblacion de la
isla de Montreal || o

(parametros : 4, o, ...) l

(Valor
compatible?

()

v

Muestra

n=25 .
Estadisticas: |——» Variable-test
m=110

s=20

El meollo del problema:
seleccion de una variable-test
e ¢x ante variable aleatoria
e ¢x post valor observado

Para medir la sorpresa:
un modelo de muestreo
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Las diferentes etapas a seguir para probar una hipotesis

son las siguientes:

1. Seleccionar una variable-test;

2. Verificar que el modelo de muestreo asociado a esta

variable es aceptable;
calcular el valor de la variable-test;
seleccionar un nivel de significancia;

5. detectar los valores criticos de la variable-test (zona
de rechazo);

6. comparar el valor de la variable-test con los valores
criticos y tomar la decision de rechazar o no la hipote-
sis

Veamos ahora con mas detalle en qué consiste cada una de
estas etapas en nuestro ejemplo.

W

2-3.2.1 Primera etapa: seleccion de la variable-test

Por el tipo de usuarios que somos, no podemos pensar en in-
ventar por completo una variable-test. Mas bien, se trata de
seleccionar una entre las que pone a nuestra disposicion la es-
tadistica. En este caso particular, se aplicara el test de Stu-
dent, el cual usa la variable-test que sigue:

m, -7y
/)
a0
La seleccion de esta variable se justifica puesto que, bajo
ciertas condiciones (las examinaremos mas tarde), la variable

mx — Hy
SX

§0

mos con el nombre de distribucién de Student. La distribu-

cion de Student se parece a la distribucion normal pero su
forma cambia un poco con el valor de n tal como lo ilustra la

t,, =

posee una distribucion conocida la cual designa-

252



figura 3: Se dice que esta variable posee una distribucion de
Student con n — 1 grados de libertad.'"’.

Figura 3
Comparacion entre la distribucion de Student y la normal
segun el nimero de grados de libertad
Funcion de densidad

- - - 5 grad.lib. — 30 grad.lib. x Normal‘

Se calcula, por consiguiente, el valor de la variable-test
con simplemente sustituir el valor y con g, en la formula an-

terior. De esta manera se puede afirmar que si la hipotesis Hy
es verdadera, entonces y =, y la variable-test posee, una
distribucion de Student con n — 1 grados de libertad:

11 . o

" No obstante, para valores de n superiores a 30, la distribucion de Stu-
dent se asemeja lo suficiente a la normal para considerar, con frecuencia,
que la variable posee una distribucion aproximadamente normal.
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Si Hy es verdadera, entonces t, | =— AL e
) (a
Es importante observar que, en féormula de calculo de la

variable-test t, _;, la desviacion estandar que se emplea es
efectivamente la desviacion estandar de la muestra

1 2
s;=—2.(x-m,)
n-14
y no la desviacion estandar de la poblacion
1
O-f :HZ(Xi - mx)2
i

Es posible verificar que esta variable-test posee las cuali-
dades de requisito. Para empezar, su valor depende al mismo
tiempo de los datos de la muestra (m,, Sy, y n) y de la hipote-
sis que se quiere probar (7). Luego, este valor no es una in-
cognita puesto que se puede calcular. Finalmente, esta
variable-test posee una distribucion de muestreo cuya forma
general es conocida (distribucion de Student) y cuya formar
particular depende de que trata la hipotesis (el promedio g, ).

2-3.2.2 Segunda etapa: ¢Es aceptable el modelo de mues-
treo?

Escogimos el test de Student porque, bajo ciertas condicio-
nes, la variable

m, — 4,
SX
)
posee una distribucién de Student. ;Cuales son, pues, estas
condiciones?

254



Las condiciones que siguen son suficientes'"®
e En la poblacion, la variable X posee una distribucion
(aproximadamente'”) normal con un promedio 4 y

una diferencia tipo o, desconocido.

e La poblacion es de gran tamafio y en ella se sorted una
muestra aleatoria simple de tamafio n.

Estas condiciones constituyen un modelo de muestreo que
especifica la forma general de la distribucion de la probabili-
dad de x en la poblacién y el tipo de muestreo. En cuanto a la
distribucion de probabilidad de x, puede ser un hecho decla-
rado o una hipotesis dependiendo del contexto. En cuanto al
tipo de muestreo, se tomd claramente la decision al momento
de la constitucion de la muestra: en una muestra aleatoria
simple, cada individuo tenia la misma probabilidad de formar
parte de la muestra.

Es responsabilidad del investigador decidir si las condi-
ciones que constituye el modelo de muestreo son aceptables.
No se aplica el test sobre el modelo de muestreo, por lo tanto
no se cuestionara mas en el marco de este test.'* El test se
aplica unicamente sobre la hipotesis Hy,.

'8 Estas condiciones son suficientes pero no necesarias. En caso que estas
condiciones se realicen y que H, sea verdadera, entonces la variable-test t,,
tendra una distribucion de Student. Sin embargo, existen otros grupos de
condiciones bajo las cuales la variable-test t,; tendrd también una distribu-
cién de Student.

19 Eg imposible que la variable tenga una distribucion exactamente nor-
mal puesto que no puede tomar valores negativos cuando una variable
normal si puede.

120 Es cierto que existen tests de “nivel superior”, para nombrarlos de algu-
na manera, que se aplican sobre algunos aspectos del modelo de muestreo.
Sin embargo, estos mismos tests se basan en modelos aleatorios mas gene-
rales, los cuales a este nivel, no se cuestionan. Es posible imaginar un test
del modelo de muestreo del test del modelo de muestreo... No obstante,
poco importa la “altura” del nivel al cual nos elevamos, siempre existira en
el nivel superior un modelo de muestreo que no se cuestiona.
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2-3.2.3 Tercera etapa: célculo del valor de la variable-test

Una vez seleccionada la variable-test, solo basta calcular su
valor al reemplazar los simbolos por su valor numérico.

En nuestro ejemplo del tiempo de audiencia radiofonica,
el tamafio de la muestra es de n = 25, el promedio de X en la
muestra M, = 110 y la desviacion estandar s, = 20; la hipote-

sis que se quiere probar es
Hy : 1, =100

m —
Entonces, t,, = —110 100 =25

) ¢

2-3.2.4 Cuarta etapa: seleccion del nivel de significancia

Debemos, ahora, seleccionar un umbral de probabilidad criti-
co abajo del cual juzgaremos que las observaciones son lo su-
ficiente improbables como para ser incompatibles con la
hipétesis. Los valores que mas se emplean en ciencias socia-
les son 1%, 5% y 10%. Para nuestro ejemplo, se tomara 5%.

2-3.2.5 Quinta etapa: detectar los valores criticos de la va-
riable-test (zona de rechazo)

Siguiendo, consultemos una tabla estadistica (vea al final del
capitulo la “Tabla de valores criticos del test de Student”).
Con esta tabla, nos enteramos que, con N — 1 =24 grados de
libertad, existe una probabilidad de 0.05 (o sea, de 5%) que
t24 <-2.064 o que t24 >2.064
De manera general, la tabla estadistica del t de Student
nos entrega los valores criticos €,_;(«) para los cuales, con

n— 1 grados de libertad, existe una probabilidad de & que
tho1 <—bh-1(@) 0 th_1 > +6_1(2)
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Nota: Algunos autores emplean la anotacion t, | para

designar los valores criticos de la distribucion de Student;.
En esta anotacion, « es el nivel de significancia (aqui,
0.05) y n—1 es el nimero de grados de libertad (aqui, 24).
Para evitar cualquier confusion entre los valores criticos y
la variable-test misma, evitaremos esta anotacion y, mas
bien, designaremos los valores criticos con &,_;(a): aqui

en nuestro ejemplo.
6,4(0.05) = 2.064

2-3.2.6 Sexta etapa: comparacion del valor de la variable-
test con los valores criticos y toma de decision

En este momento tenemos en nuestras manos todos los ele-
mentos necesarios para concluir. Calculamos la variable-test
t, _ 1 =2.5. Con la tabla estadistica, nos enteramos que si Hy

es verdadera, este valor es bastante improbable, es decir que
la probabilidad de observar un valor tan alejado de cero es de
menos de 5%. Puesto que seleccionamos 5% como nivel de
significancia, decidimos rechazar H. Esto significa como
conclusion que el promedio de X en la poblacion no es igual a
100 porque pensamos que nuestras observaciones son proba-
blemente incompatibles con esta hipotesis.

De manera general, rechazamos la hipotesis, teniendo un
nivel de significancia de o, si t,_; < —6,_;(@) o t_; >
+6,_1(a).

Esta claro que si el valor de la variable-test no hubiera re-
basado los valores criticos (o que hubiera podido suceder
con otra muestra), no hubiéramos rechazado la hipdtesis.
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Para resumir, seguimos las etapas siguientes:

1. Seleccionamos una variable-test que tuviera las
propiedades de requisitos, es decir el t de Student.

2. Examinamos las condiciones bajo las cuales el test
de Student se aplica (el modelo de muestreo) y de-
cidimos que eran aceptables.

3. Calculamos el valor de esta variable-test (1,4 = 2.5).

4. Seleccionamos un nivel de significancia (=5 %).

5. Detectamos los valores criticos en la tabla estadisti-
ca: si la hipdtesis es verdadera, existe una probabi-
lidad o de que la variable caiga al exterior del
intervalo definido por los valores criticos —6,_;()
y +6,_1(@) (en nuestro ejemplo, la probabilidad de
que t,4 sea inferior a —2.064 o superior a +2.064 es
de 5%).

6. Comparamos el valor de la variable-test (ty4 = 2.5)
con los valores criticos vistos en la tabla. En nues-
tro ejemplo constatamos que si la hipotesis fuera
verdadera, las observaciones tal como se resumie-
ron en la variable-test hubieran sido improbables
(probabilidad inferior a 5%). Y, puesto que esta
probabilidad era inferior al nivel de significancia
seleccionado, rechazamos la hipdtesis.

La tabla que sigue da el “valor” que se necesita atribuir a
cada “variable” en el argumento del test de hipotesis clasico
con el objetivo de aplicar el argumento al test de una hipote-
sis simple sobre un promedio.
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Aplicacion del argumento al test
de una hipoétesis simple sobre un promedio

Formulacion general Ejemplo: n=25; my = 110;
Sy =20; a=0,05

{hipétesis}
Hy: o=y Hy: 14 =100

{modelo de muestreo}
e En la poblacion la variable X tiene una distribucion (aproxi-
madamente) normal, con un promedio , y una desviacion

estandar o, desconocidos.

e La poblacion es de gran tamafio y en ella se sorted un mues-

tra aleatoria simple de tamafio...
n | 25

{variable}
— Hy 110 — sy

ELXX/&) %)

{distribucion de muestreo}: distribucion de Student con...

n—1 grados de libertad | 24 grados de libertad
{variable-test}
tn—lzw 6= 110-100 _,
) V=)
Jn 5
a «{Nivel de significancia} —» 0.05

Orientacion del test = {zona de rechazo}:
test bilateral

Hy: py Hy: 14100
=t 1<-6,_(a)o = t,,<-2.064 0
t_ 1>+¢9 _1(@) t,4>2.064
O test unilateral a la derecha
Hy: o>y =ty >+6,,20) | Hy: 100 = t,>1.711
O test unilateral a la izquierda
Hy gy =t <=60,,20) | Hy: <100 = ty,<-1.711
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Examinemos nuevamente el criterio de seleccion del nivel
de significancia. ;Qué hubiera pasado si hubiésemos selec-
cionado un criterio diferente, 1% por ejemplo? La tabla, en
anexo, nos informa que 6,4(0.01) = 2.797 es decir que, con n

—1 = 24 grados de libertad, la probabilidad que t,, <-2.797
o que tyy > 2.797 es de 0.01 (o sea 1%). Por consiguiente, si

hubiésemos seleccionado un nivel de significancia de 1%, el
valor de la variable-test (2.5) se hubiera encontrado en el in-
terior del intervalo delimitado por los valores criticos —2.797
y +2.797. Asi que, con este criterio mas exigente, no podria-
mos rechazar la hipotesis.;Sin embargo, esto no significa
tampoco que aceptariamos la hipotesis!

En términos generales, mas pequefio es el nivel de signifi-
cancia seleccionado, mas grande es el valor critico. En caso
de comparar las decisiones que se tomarian con dos umbrales
de significacion diferentes, es evidente que existen hipdtesis,
las cuales corresponden a valores de la variable-test, que se
encontraran arriba del valor critico para el nivel de signifi-
cancia mas elevado pero abajo del valor critico para el nivel
de significancia mas exigente (el mas pequefio). Tales hipote-
sis se rechazarian con el nivel de significancia mas elevado
(menos exigente) pero no con el nivel de significancia mas
pequefio (mas exigente).

La relacion entre la seleccion del nivel de significancia,
los valores criticos y la zona de rechazo se ilustra en la figura
4.

Como una sintesis, el diagrama 2c es una copia de la es-
tructura del diagrama 2a pero integra el conjunto de concep-
tos que acabamos de explicitar, los cuales intervienen en un
test de hipotesis.
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Figura 4
Test de Student (bilateral)

Zona de
rechazo
alaiz-
quierda

Nivel de significancia
a=0.025+ 0.025

Zona de
rechazo
ala de-
recha
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Diagrama 2c

La logica de los tests de hipotesis
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2-3.3 UN POCO DE TERMINOLOGI{A
EN RELACION CON LOS TESTS DE HIPOTESIS"

2-3.3.1 Hipotesis simple, hipotesis compuesta; hipétesis nula,
hipotesis complementaria

Acabamos de exponer el proceso de todos los tests de hipote-
sis simples. Una hipotesis simple es una hipotesis que especi-
fica en su totalidad la distribucion de la variable-test: en la
practica, una hipdtesis simple atribuye un valor inico a un
parametro. Una hipotesis que albarca una serie de valores po-
sibles es una hipotesis compuesta.. Por ejemplo:

¢ hipotesis simple: g4, =0

¢ hipotesis compuesta: z4 > 0

En un test de hipotesis simple, la hipotesis que se quiere
probar es con frecuencia llamada la hipotesis nula'?' y se de-
signa con H,. Cuando un test conlleva al rechazo de la hipo-
tesis, implica, logicamente, que aceptamos la hipdtesis
complementaria (alternate hypothesis) la cual se designa, a
menudo, con H,. La hipdtesis complementaria de una hip6-

tesis simple es, por lo general, una hipétesis compuesta. Por
ejemplo:

e Hy:p=0

) HA . My =0

" Referencias: Freund (1962), cap. 11.

121 Segiin Knapp (1996), esta expresion tiene varias explicaciones: (1) la
hipotesis que se quiere testar es, a menudo que el valor del pardmetro es
nulo; (2) es la hipotesis neutral segun la cual nada sale de lo ordinario; (3)
con frecuencia, el investigador desea que los datos “anulan” esta hipotesis
(por lo personal, considero esta ultima explicaciéon muy ligera).
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2-3.3.2 Nivel de significancia, zona de rechazo y errores del
tipo 1y II”

Una vez seleccionado el nivel de significancia, el conjunto de
los valores de la variable-test cuya probabilidad de realiza-
cion se encuentra abajo del nivel de significancia se llama la
zona de rechazo (o region critica o zona critica), del test (vea
figura 3).

Un test estadistico se basa en un razonamiento probabilis-
ta. Su conclusién no es, por consiguiente, cierta es mas bien
solamente probable. Siempre habra ciertos riesgos al momen-
to de tomar decisiones a la luz de un test estadistico.

La tabla que sigue resume los diferentes tipos de errores
que se puede cometer:

Situacion (inobservable)

H, es verdadera H) es falsa

Rechazar H, Error de tipoI | Buena decision

Decision

No rechazar Hy | Buena decision | Error de type II

En cada una de las situaciones posibles, las probabilidades
asociadas a estas posibilidades son:

* Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, p. 344-345, 349-350 y 354-
357).
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Situacion (inobservable)
H, es verdadera H es falsa
£| Rechazar H, Nivel de.signiﬁ— Potencia
G cancia 1-p
Q
A | No rechazar H (1-a) B

En el habla de la estadistica, el error del tipo I correspon-
de al error que se comete cuando se rechaza la hipdtesis
mientras que, de hecho, era verdadera. La probabilidad de
cometer un error del tipo I es la probabilidad de que la varia-
ble caiga en la zona de rechazo aunque H, sea verdadera. ;Y

cual es esta probabilidad? {Es, por definicion, el nivel de sig-
nificancia seleccionado! Si H, es verdadera, la probabilidad

a de cometer un error del tipo I es el nivel de significancia
seleccionado para el test. La seleccion del nivel de signifi-
cancia es, por lo tanto, una seleccion del nivel que se acepta
arriesgar de cometer un error del tipo I en caso que Hj sea

efectivamente verdadera.

Un error del tipo II consiste en aceptar (mas bien no re-
chazar) una hipotesis cuando ésta es falsa. En caso que H,

sea falsa, la probabilidad £ de cometer un error del tipo II es
dificil de evaluar dado que existen, en estas condiciones, va-
rias distribuciones posibles para la variable-test. En caso de
poder evaluar esta probabilidad, entonces la probabilidad de
evitar un error del tipo II (1-/) se llama la potencia del test.
En condiciones ideales, deseariamos un test cuyas proba-
bilidades de los dos tipos de errores fueran muy pequenas (&
y f pequenos). Sin embargo, podemos lograr entender de
manera intuitiva que, para un test dado, mas « es pequefio y
mas fes grande. En efecto, cuando o es pequefio, la zona de
rechazo es pequena también, lo que aumenta la probabilidad
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de no rechazar H, y, por consiguiente, esto aumenta £. En re-

sumen, la decision que se toma basandose en un test de hipo-
tesis es una apuesta donde hacemos un compromiso entre dos
riesgos de errores: el riesgo de error de tipo I o el riesgo de
error de tipo II. Un buen test de estadistica es, por lo tanto, un
test que, para cualquier nivel dado de probabilidad de error
de tipo I, posee la mas pequena probabilidad posible de error
de tipo II; en otras palabras, el mejor test es el test mas poten-
te para cada nivel de significancia.

2-3.3.3 Distribuciones asintéticas”

El modelo de muestreo no siempre permite especificar por
completo la distribuciéon de muestreo de una variable-test. A
menudo se puede lograr resolver este problema con la distri-
bucién asintotica de la variable-test. En efecto, se puede de-
mostrar que varias distribuciones de muestreo tienden a
aproximarse de una distribucion conocida a medida que el ta-
mafio de la muestra aumenta. Esta distribucion conocida se
llama una distribucién asintética. Cuando la muestra es lo “su-
ficiente grande” se puede tomar la distribucion asintotica co-
mo aproximacion de la distribucion de muestreo exacta.

Por ejemplo, la distribucion asintotica de una distribucion
de Student es la distribucion normal (vea figura 3). En este
caso particular. No existen verdaderos problemas y se podra
especificar por completo la distribucion de muestre de la va-
riable-test para cada valor de numero de grados de libertad.
No obstante, al momento de rebasar un cierto tamano de
muestra (y de nimero de grados de libertad que esto implica),
se considera que la distribucion de Student es tan proxima de
la normal que ya no vale la pena referirse a la distribucion
exacta. En la practica, cuando la distribuciéon de Student tiene

* Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 224-228).
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mas de 30 grados de libertad, se estima, con frecuencia, que
la muestra es “lo suficiente grande”.

2-3.4 TESTS UNILATERALES (ONE-SIDED TESTS)

El ejemplo que se present6 en el apartado 2-3.2 era un test bi-
lateral (two-side test). En este test, se concede la misma im-
portancia a las desviaciones tanto hacia arriba como hacia
abajo con relacion a la hipotesis nula.
Hy: =y

Sin embargo, en algunas circunstancias, importa sé6lo una
de las dos posibilidades. Por ejemplo, supongamos que un
comprador quiera asegurarse que un producto respete una
norma de calidad promedio. Digamos que se mide la calidad
con un indicador X y que la norma que se debe respetar es que
el valor promedio 1 del indicador de calidad X sea, por lo
menos, igual a y. Para decidir aceptar el lote (la poblacion), el

comprador examina una muestra obtenida del lote y calcula
la calidad promedio my de esta muestra. Esta claro que el

comprador no se decepcionard si la calidad promedio del
producto rebasa la norma. En este caso, la hipdtesis comple-
mentaria no es Hyp : g4 # y sino, mas bien Hp : g4, >

Dicho de otra manera, rechazar H, significa, para el
comprador, aceptar el lote, es decir aceptar la hipdtesis de
que la calidad del lote rebasa la norma. En estas condiciones,
la zona de rechazo se situa de un solo lado del cero, a la dere-
cha. La logica es simple: si my es lo suficiente grande para

que se rechace la hipétesis Hy, : £, = 7 entonces, con mucha
mas razon, se rechazara cualquier hipotesis Hy’: 4, = y para

cualquier valor ¥’ < . Debemos notar que este razonamiento
induce al comprador para aceptar unicamente el lote cuando
la calidad promedia de la muestra rebasa la norma con un
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margen suficiente.'” En otras palabras, cuando un comprador
no acepta el lote, no es porque rechaza la hipotesis que el lote
respeta la norma, sino mas bien es porque se siente estadisti-
camente hablando, incapaz de rechazar la hipotesis de que el
lote no respeta la norma.

Por otra parte, debemos recordar que la aplicacion de un
test unilateral cambia la relacion entre el nivel de significan-
cia y los valores criticos que definen la zona de rechazo. Por
ejemplo, si la zona de rechazo que se usa se define con
ty4 > 2.064 al lugar de ty4 <-2.064 o t,4 > 2.064 entonces, la

probabilidad de rechazar H,, mismo si esta hipdtesis fuera

verdadera, no es de 5% pero de 2.5%. El nivel de significan-
cia de este test unilateral seria, por lo tanto, de 2.5%. Se ilus-
tra esa situacion en la figura Sa.

123

Ejemplo:

Un comprador debe decidir si acepta un lote de 100
000 tubos catddicos. La norma de calidad exigida es que
el tiempo de vida promedio de los tubos del lote sea por lo
menos de 1200 horas. Se efectian algunos tests en una
muestra de 100 tubos que revelan un tiempo de vida pro-
medio de los tubos de 1265 horas. Teniendo una diferen-
cia tipo de 300 horas, la hipdtesis que se quiere probar es

Hy : 1= 1200
Se define la estadistica t con

m — —
(o My _1265-1200 .

P

122 Para un test unilateral con un nivel de significancia igual a ¢, este mar-
gen es el margen de error bilateral asociado a un nivel de confianza de
(1-2@). Vea 2-3.4.

123 e toma este ejemplo de Wonnacott y Wonnacott (1991, pp. 333-334).
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Si el umbral significacion que se escogio es de 0.005,
con 99 grados de libertad, el valor critico de sitia entre
2.626 y 2.632 (vea la tabla de los valores criticos del test
de Student)'**. No podemos rechazar H, y el comprador

no aceptara el lote.

En este ejemplo, la zona de rechazo se encuentra a la de-
recha del cero. Existe, obviamente, circunstancias cuando la
zona de rechazo estaria a la izquierda.

124 Claro estd que hubiéramos podido calcular el valor critico exacto por
medio de la funcion TINV del software Excel de la misma manera que se
calculo los valores de la tabla.
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Figura 5a
Test de Student (unilateral)
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Superficie debajo
de la curva a la iz-
quierda del valor
critico = 0.975
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El argumento logico del test de hipotesis que se formalizo
en el cuadro al final del apartado 2-3.1 se aplica también a un
test unilateral. Se puede aplicar a un test de hipotesis unilate-
ral a la derecha efectuando en la tabla del apartado 2-3.2 que
da el “valor” que es necesario atribuir a cada “variable”, la
sustitucion que sigue:

Para un test unilateral a la derecha (Hp : 14 > 7) con 24

grados de libertad y o= 0.05,

{zona de rechazo} =t,_; > +6,_1(2 o) =t)4, > 1.711
al lugar de

{zona de rechazo} =t,_; <-6,_;(@) o

th_1 > T6_1(a) =tyy <-2.064 o t,, >2.064

2-3.5 TEST DE PROBABILIDAD CRITICO SIN UMBRAL
DE SIGNIFICADO PRE-DETERMINADO (P-VALUE TEST)"

Los tests estadisticos clasicos se efectuan comparando el va-
lor calculado de una variable-test con los valores de referen-
cias que se encuentran en las tablas. Sin embargo, para varias
variables-tests que se emplean con frecuencia los paquetes de
aplicacion de estadistica procuran hoy en dia el nivel de sig-
nificancia con el cual el valor de la estadistica estaria exac-
tamente al limite de la zona de rechazo.'” Este nivel de
significancia se llama la probabilidad critica (p-value). En la
presentacion de resultados, se procura de mas en mas el valor
de esta probabilidad en lugar de indicar si se rechaza o no la
hipotesis con el nivel de significancia de 1%, 5% o 10%. Es
ésta, una manera de entregar los resultados con un maximo
de transparencia lo cual deja el lector libre de escoger el nivel

* Referencias: Wonacott y Wonnacott (1992, pp. 333-337).
125 En caso de que se trate del t de Student, es posible encontrar su valor
con la funcion del logicial Excel.
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de significancia y decidir estar de acuerdo o no con el recha-
zo de la hipotesis.

En seguida se ilustra el test de probabilidad critica en las
figuras 5b y Sc; luego, se representa su argumento 16gico en
el cuadro siguiendo el modelo exhibido en el apartado 2-3.1.
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Figura 5b
Test de de probabilidad critica (Student bilateral)
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Figura 5c
Test de de probabilidad critica (Student unilateral)
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Argumento del test de probabilidad critica
(test de hipotesis sin nivel de significancia predeterminado)

1. Modelo de muestreo, hipotesis y implicaciones
(silogismo)

Si es cierto {modelo de muestreo},

entonces {variable}'*® tiene la distribucion {distri-

bucion de muestreo}.

Ahora bien

si es cierta {hipdtesis},

entonces {variable} es igual a la estadistica {va-

riable-test}.

Por lo tanto

si son ciertos a la vez {modelo de muestreo} y

{hipotesis},

entonces {variable-test} tiene la distribucion {dis-

tribucion de muestreo}.

2. Evaluacion de la credibilidad de la hipotesis
Teniendo

e ladistribucion {distribucion de muestreo},

e la orientacion del test (bilateral o unilateral, a
la derecha o a la izquierda, dependiendo de la
hipotesis complementaria Hy),

el conjunto de valores extremos cuyo limite es definido
por el valor observado de {variable-test} tiene una pro-
babilidad igual a {probabilidad critica}.

Por lo tanto, si es cierta {hipotesis}

entonces, el valor observado de {variable-test} forma
parte del conjunto de valores extremos con una proba-
bilidad igual a {probabilidad critica}.

126 Egta variable, ni es una estadistica, ni es un parametro. No es un estadis-
tica porque su valor depende de parametros pero, tampoco es un parametro
ya que su valor depende también de una estadistica.
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3. Conclusion:
Se determina si la {probabilidad critica} {es / no es}
suficientemente pequeia para concluir que las observa-
ciones son con toda probabilidad incompatibles con
{hipotesis} para, luego, {rechazar / no rechazar}
{hipdtesis}.

2-3.6 INTERVALOS DE CONFIANZA
Y MARGENES DE ERRORES (ESTIMACION DEL PROMEDIO)"

En el ejemplo que se exhibid en el apartado 2-3.2, rechaza-
mos la hipotesis que x4 =100 con un nivel de significancia

de 5%. Podriamos repetir el test con otras hipdtesis, con
=101, 1, =102, ..., 1, = 110, etc. Al efectuar el test para

todos los valores posibles, podriamos hacer un inventario de
las hipodtesis que no se rechazarian (es decir, que serian
“aceptables’) con un nivel de significancia de 5%. El conjun-
to de hipotesis que no se rechace con un nivel de significan-
cia dado constituye un intervalo de confianza.'”’

Existe, sin embargo, una solucion mas directa para llegar
al mismo resultado. Se sabe que para cualquier hipotesis po-
sible del tipo x4, = , se tendra la variable-test

m,—y
/)
a0
es decir, en nuestro ejemplo,
_110-y

AT

" Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 286-296).

127 La terminologia estadistica tradicional distinguia entre la estimacion
“puntual” y la estimacion “por intervalo”, esta ultima refiriéndose a los in-
tervalos de confianza.

t,, =
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Se rechazara todas las hipotesis por las cuales
tho1 <—Oh-1(@) oty > +6_1(a)

0 sea, en el caso de nuestro ejemplo,
t24 <-2.064 o t24 >+2.064

El total de las hipotesis que NO se rechazaria con un nivel de
significancia a se define, por lo tanto, de la manera siguien-
te:

-0, ()< th_ <+0,_(o)
o sea, en el caso de nuestro ejemplo,

—2.064 <ty, <+2.064

Al reemplazar t,,_;, obtenemos

m, —
- en—l (OC) < —}/ < "Hgn—l (a)

Vo

P (a)(%ﬁ j <(m, —y)<+6, , (“)(%ﬁj
8 (“)(%ﬁj cy<-m +0, (a)(%ﬁ)
m, +6,, (a)(%ﬁj >y>m, -6, (a)(%ﬁj
. (“)(%ﬁ) <y<m +0,, (a)(%ﬁ]

0, en nuestro ejemplo,

110 - 2.064(2%)< y <110+ 2.064(2%)

101.744 < y< 118.256
Asi que, siempre y cuando yno forme parte del intervalo

LR R
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([101.744; 118.256] en nuestro ejemplo), la hipotesis no se
rechazara con un nivel de significancia de a (5%). Esto im-
plica naturalmente que se formule la hipotesis compuesta:

es decir, en nuestro ejemplo, donde &,_;(a) = 2.064,
110 —2.064 (20/5) < 14, < 110 + 2.064 (20/5)

(Cudl es la probabilidad de que la condicién C sea verda-
dera? De cierta manera, esta pregunta no tiene sentido puesto
que la muestra misma nos da los valores de my, Sy y N mien-
tras que 4, es desconocida pero fija; por lo tanto nada es

aleatorio en el enunciado de la condicion C. Sin embargo, si
imaginamos que estamos justo antes del momento del sorteo
de la muestra,'”® sabemos que por cualquier valor fijo pero
desconocido de 4, existe una probabilidad de « (5% o 0.05

en nuestro ejemplo), que los valores de my y de S, extraidos
de la muestra no respeten la condicion C. Dicho de otro mo-
do, antes de sortear la muestra, existe una probabilidad de
(1-a) de que la condicion C se respete (95% o 0.95).

El intervalo

{mx -6, (a)[%ﬁj > My + Oy (“)(%ﬁﬂ

se llama un intervalo de confianza cuyo nivel de confianza se
define con

1 — a=1 —nivel de significancia

(en nuestro ejemplo, 0.95 =1 —0.05).

El intervalo de confianza y el nivel de confianza son indi-
sociables. Hablar de un intervalo de confianza sin mencionar
su nivel de confianza, es como reportar el resultado “parcial”
de un juego deportivo con sé6lo anunciar el numero de goles

128 E5 decir, justo antes de conocer los valores de M,y Sy.
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que conto uno de los dos equipos sin mencionar el numero de
goles que conto el otro...

De manera paralela, se calcula el margen de error: si se
considera m, como valor estimado de g, diremos que el

margen de error es de £ 6, (a)(%ﬁj con un nivel de con-

fianza de 1 — a (en nuestro ejemplo + 8.256 con un nivel de
confianza de 95% o como se acostumbra mencionar en los
reportes periodisticos de sondeo, “19 veces de 20”). Tal co-
mo el intervalo de confianza, el margen de error pierde todo
significado al no ser acompafiado de su nivel de confianza.
Puesto que 4 es fijo, no es una variable aleatoria y su va-

lor no depende de una distribucion de probabilidad, no es del
todo riguroso afirmar que el valor del pardmetro se encuentre
en el intervalo de confianza con una probabilidad de 95%.
Es, de por si, la razén por la cual la estadistica emplea una
formulacién diferente cuando se trata de “confianza” (proba-
bilidad subjetiva). En cambio, es exacto concluir que, al mo-
mento de sortear muestras repetidas de la misma poblacion,
la diferencia entre el valor estimado del parametro y su ver-
dadero valor seria inferior al margen de error'® en 95% de
los casos; es lo que significa el famoso “19 veces de 20 a
saber que, en promedio, de 20 muestras diferentes, habria 19
para las cuales no se rebasaria el margen de error.

Es importante notar aqui que el proceso de induccion es-
tadistica nos permite formular un enunciado afirmativo en
lugar de un no rechazo. Sin embargo, esta afirmacién, muy
matizada de por si, se infiere de una logica de no rechazo:
afirmamos que, en un conjunto dado de hipotesis, existe pro-
bablemente una que es verdadera y calificamos este “proba-

129 Este margen es, sin embargo, diferente de una muestra a otra puesto su
valor depende de la diferencia tipo de la muestra s,.
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blemente” con una evaluacion de la confianza que se dicta de
manera afirmativa.

El cuadro de la pagina siguiente resume el desarrollo que
permite definir un intervalo de confianza o un margen de
error.

Dos conclusiones se pueden sacar de lo anterior:

1. El ejemplo del promedio muestra con claridad que,

mientras mas el nivel de confianza seleccionado es al-
to, mas el intervalo de confianza ha de ser amplio y
mas el margen de error es grande; es decir, cuanto mas
ganamos en confianza, menos precision se tiene.

2. Este ejemplo ilustra, también, coémo la precision de las
estimaciones depende del tamafio de la muestra. Cuan-
do se trata de estimar el promedio al momento de au-
mentar el tamafio de la muestra, el margen de error
disminuye con la raiz cuadrada del tamafio de la mues-
tra.”’ La ganancia de precision es menos que propor-
cional al aumento del tamafio de la muestra: algo muy
parecido a la ley de los rendimientos decrecientes de la
economia, trasladada al campo de la estadistica.

Presentamos las nociones de intervalos de confianza y de
margen de error en el contexto de la estimacion del promedio
de una variable aproximadamente normal, con la ayuda de
una muestra aleatoria simple obtenida de una poblacion de
muy gran tamafo. Esta claro que estas nociones se pueden
aplicar en otras situaciones donde las conclusiones que aca-
bamos de sacar siguen validas.'*!

130 Hay, también, una ganancia de precisién cuando el nimero de grados de
libertad, asociados al t de Student, aumenta; en la tabla, podemos ver como
los valores criticos €,_;(«) disminuyen cuando el numero de grados de li-

bertad aumenta. Sin embargo, a medida que nos aproximamos de 30 grados
de libertad, las ganancias son cada vez menores.

31 Aunque las conclusiones siguen siendo validas en otras situaciones, es
importante recordar que la forma particular de las formulas depende del
modelo de muestreo que se definio en el apartado 2-3.2.
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Intervalos de confianza y margenes de error

Formulacion general Ejemplo: n=25; my = 110;
Sy =20; a=0,05

{variable-test}

m _110-100

A -

2.5

t =

Hipétesis rechazadas con un nivel de significancia de « (5 %)

ty 1<—6h 1(@) 0ty >+6, 1(a) | t),<—2.064 0 t,,>2.064
Hipotesis no rechazadas con un nivel de significancia de
a (5 %)
~0p1(@) < gy <+6,.,(@) | —2.064<ty4<+2.064

m, ~0, (a)ﬁ/ﬁ] <yem, +0,, (a)(%)

110 —2.064(2%)< y <110+ 2_064(2%)

110-8.256<7<110+8.256
101.744<y<118.256

Antes de sortear la muestra e independientemente del valor de
m,, existe una probabilidad de (1-a) (95 %) que se respete la

condicion C: g (a)(%) <ty <M, 40, (a)(%j

El intervalo de confianza...

{mx -6, (a)(%) smy+6,, (a)[%ﬂ
110 - 2.064(2%); 110 + 2.064(2%)J

| [101.744 ; 118.256]

... y su nivel de confianza
1—o=1-nivel de significancia | 0.95=1-0.05

Margen de error con un nivel de confianza de (1-a) (95 %)

+0,, (a)(%j ‘ +8.256
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2-3.7 DETERMINACION DEL TAMANO REQUISITO
DE UNA MUESTRA (ESTIMACION DEL PROMEDIO)

(Como determinar el tamafio de la muestra en funcion del ni-
vel de precision deseado? En el contexto de la estimacion del
promedio, observamos que el valor del margen de error de-
pende de la desviacion estandar de la muestra s,, de tal mane-
ra que ninguna formula permite conocer el grado de precision
mientras no se efectue el sorteo de la muestra. A lo mas, se
puede determinar el tamafio necesario para que, en los peores
de los casos, el margen de error esté aceptable. ;Pero qué
queremos decir con “en los peores de los casos”? Es evidente
que el peor de los casos es el caso cuando, en la muestra sor-
teada, la desviacion estandar es la mas grande. Examinemos
esto en detalle.
Vimos que el margen de error se define con

£=10, (a)(%ﬁj

Buscamos determinar n, el tamafio de la muestra. Las ta-
blas estadisticas nos procuran lo valores de ,_1(a) y el valor

de s, es desconocido en cuanto no se haya sorteado la mues-
tra. Asi que éstos son los pasos que se debe seguir:
1. Decidir el margen de error aceptable &.
2. Escoger el nivel de confianza deseado (1 — «).
3. Detectar en la tabla los valores de 6, () para los di-
ferentes tamafios de la muestra n.
4. Formular con relacion a s, la hipétesis del peor, o sea
del mas grande valor de s,, que se puede obtener en la

muestra.
5. Resolver para n, la ecuacion siguiente.

=10, (a)(%ﬁj
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Jn =0, @[ %/ |
ol

Por ejemplo, supongamos que el margen de error acepta-
ble sea de 10 (= 10), el nivel de confianza deseado de 90%
(a=0.10) y la hipotesis del peor s, = 20. Tendriamos, enton-

n= |:0n—1 (a)(s% )T = [en_l (0. 10)(2% o)]2

n=4[6,_,(0.10)]

Puesto que 6,_;(a) depende de n, se trata de una ecuacion

2

Ces:

en forma implicita. Se puede resolver con aproximaciones
sucesivas.

Solucién con aproximaciones sucesivas
Podemos iniciar el proceso de aproximaciones suponiendo
una muestra de gran tamafio (N — ). por el cual la tabla
nos da

6.,(0,10) =1.645

Entonces

np = [en_l (a)(% )T =[6h-1010)F

no = 4[1.645)* =10.8
lo que significa que la muestra podria ser mas pequefia
que el infinito al mismo tiempo que mas grande que 10.8.
En cambio, con n =11 (11 es el primer numero entero su-
perior a 10.8), tenemos

911_1(0.10) =1.812 y

n, =4[6,,(0.10)]" =4[1.812] =13.1>11
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lo que significa que la muestra debe ser mas grande que
11. Con n=13 (13 es el primer numero entero inferior a
13.1). tenemos

0,3_1(0.10)=1.782y

n, =4[6,,(0.10)] =4[1.782] =12.7 <13
Esto significa que la muestra podria ser mas pequefia. Sin

embargo con N =12
912_1(0.10) = 1796 y

4[6,1(0.10)]2 =4 x (1.796)2 = 12.9 > 12

Por lo tanto, la muestra debe ser mas grande.

Conclusion: puesto que 12 no es suficiente y 13 es mas
que suficiente para obtener el margen de error deseado, se
necesita una muestra de tamafo 13.

Se puede verificar el resultado calculando el margen de
error:

£=10, (a)(%ﬁj = 1.782[2y \/Ej =9.885<10

2-3.7.1 Caso en que el margen de error aceptable se fija en
términos relativos

Por lo general, nos interesa mayormente el margen de error
en términos relativos, o sea en fraccion del promedio estima-
do (fraccion que expresamos, con mas frecuencia, como un

porcentaje):
& mx
) h-1(@) f_n

Vemos que el método de determinacion del tamafio de la
muestra requerido es esencialmente lo mismo cuando se des-
ea fijar el margen de error en porcentaje del promedio esti-
mado. La uUnica diferencia es el hecho de formular la
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hipdtesis del peor con relacion al coeficiente de variacion Sy
/my, en lugar de con relacion a la desviacion estiandar. La

ventaja de este enfoque es de permitir la construccion de una
tabla de uso general que da el tamafo de la muestra requerido
en funcion del margen de error relativo aceptable y del coefi-
ciente de variacion.

2-3.7.2 Caso en que el promedio buscado es una proporcion”

Puede ocurrir que no sea fécil formular la hipétesis del peor
con relacion a la desviacion estandar o del coeficiente de va-
rianza. No obstante, existe una clase de situaciones que no
requieren de hipdtesis: esto sucede al momento de querer es-
timar una proporcion. Por ejemplo, no interesa saber cual
proporcidn de una poblacion es favorable a algun proyecto de
planificacion urbana. Se realiza un sondeo y se define una va-
riable dicotdmica que representa las respuestas a las pregun-
tas sobre el proyecto de planificacion.

Xj = 1 si el sondeado i es favorable

Xj = 0 si el sondeado i no es favorable
En estas condiciones, tenemos

2%
_
n Numero total de respondientes
El promedio m, es, por lo tanto, la proporcion de personas

m _ Numero de respuestas favorables

X

favorables en la muestra; tal proporcion se acostumbra repre-
sentar con la letra p (por la p e proporcién) mejor que con m,.
Se pretende estimar /4, la proporcion de personas favorables

en la poblacion con un cierto margen de error.
Para determinar el tamafio de la muestra requerido, es ne-
cesario especificar lo que llamamos la hipdtesis del peor.

* Referencias: Wonnacott y Wonnacott ( 1992, pp. 232-240 y 309-311).
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Ahora bien, es posible demostrar que, para una variable dico-
tomica

$2=p(1-p)
donde el valor de p se encuentra, forzosamente, entre cero y
uno. Es posible demostrar también que, para todos los valores
de p contenidos entre cero y uno, S, alcanza su maximo cuan-

do p = 0.5 lo cual implica que 5,2 =0.25y s, = 0.5. Se resuel-

ve de esta manera el problema para especificar la mas grande
desviacion estandar posible.

Nota: Puesto que la variable estudiada es una variable di-
cotémica, no es posible pretender que tenga una distribu-
cion normal en la poblacion. Siendo riguroso, esto implica
que el test de Student y sus procedimientos respectivos no
se aplican en el caso de una proporcion. Sin embargo, si
se trata con una poblacion de muy grande tamafio y que,
en ella, se sortea una muestra aleatoria simple, la estadis-
tica matematica nos indica que el test de Student es
aproximadamente vélido con la condicion de que g4, no

sea muy alejado de 0.5.

Obviamente, existen tablas de estadisticas que procuran el
tamafo de la muestra requerido en funcion del margen de
error aceptable para diferentes hipotesis emitidas con el mas
grande valor posible de my (o sea de p).

Hay que tener un especial cuidado con no confundir el
error relativo sobre un promedio que no es una proporcion y
el error absoluto sobre una proporcion. Por ejemplo, se esti-
ma que en promedio el 23 de septiembre de 1998 los habitan-
tes de la Isla de Montreal escucharon la radio durante 120
minutos con un margen de error de doce minutos (con un ni-
vel de confianza de 95%), se calcula un margen de error rela-
tivo de 10% (12/120). Por otra parte, si se dice haber
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estimado al 80%, la poblacion de los habitantes de Montreal
que escucharon la radio durante por lo menos diez minutos el
23 de septiembre de 1998, con un margen de error de mas o
menos 10% (con un nivel de confianza de 95%), hay ambi-
giiedad: ;Son 10% de 80% o 10% simplemente? Dicho de
otra manera, /el intervalo de confianza con 95% de nivel de
confianza se extiende de 72% a 88% o de 70% a 90%? Es,
por lo general, la segunda interpretacion correcta, porque
hablar de un porcentaje de un porcentaje es un tanto trastor-
nado (ademas si de hecho el intervalo de confianza se exten-
diera de 72% a 88%, la empresa de sondeo ganaria mucho
con proclamar que su margen de error es de 8% en lugar de
decir que es de 10% de 80%).

2-3.8 OTROS TESTS EMPLEADOS CON FRECUENCIA

Hasta el momento, hablamos del test de Student y de un solo
uso que corresponde al test de una hipdtesis simple sobre una
media. Existen otras aplicaciones del test de Student. Por
ejemplo, cuando se compara dos muestras, el test de Student
sirve a testar la hipotesis que los dos promedio son iguales'*.
En caso de rechazar la hipdtesis que los dos promedios son
iguales, se rechaza automaticamente que los las dos muestras
provienen de la misma poblacion. Tenemos
Hoipy—mp=0

En el caso muy particular cuando las dos muestras tienen el
mismo tamafo N, tenemos:

m -m, -0

R AR
1 2
")

Por lo general, si las dos muestras son de tamafio Ny y n, res-
pectivamente:

132 Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 299-307).
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m-m,—o

tz(nfn =
\/(nl =1)s; +(ny, = Ds,

n+n,-2

n, +n,
nn,

Otro test empleado con frecuencia es el test de y2 (chi al
cuadrado). Puede emplearse para, por ejemplo, probar una
hipotesis simple sobre una varianza. En efecto, en una mues-
tra aleatoria simple sorteada de una poblacién normal de gran

tamarfio, la variable

SZ

(-
n-1
posee la distribucion del 42 con n — 1 grados de libertad.'** El
cuadro que sigue procura el “valor” que se debe atribuir a ca-
da “variable” en el argumento del test de hipdtesis clasica
con el fin de aplicar el argumento al test de una hipotesis so-
bre la desviacion estandar (vea el cuadro ubicado al final del
apartado 2-3.1).

Mencionemos también el test F de Fisher, del cual trata-
remos al momento de estudiar el analisis de regresion. La dis-
tribucion F de Fisher depende de dos parametros: el nimero
de grados de libertad del numerador y el nimero de grados de
libertad del denominador (el significado de estas dos expre-
siones se aclarard un tanto en el contexto de los tests F sobre
las regresiones). Puede emplearse para, por ejemplo, probar
un coeficiente de correlacion simple. En la hipdtesis cuando
el “verdadero” coeficiente de correlacion p=0, la variable-
test

133 Wonnacott y Wonnacott (1002, cap. 17).
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r.2 2

posee la distribucion F de Fisher con 1 grado de libertad en el
numerador y (n — 2) grados de libertad en el denominador. En
esta expresion, I es el coeficiente de correlacion de la mues-
tra:
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Aplicacion del argumento al test de una hipotesis simple
sobre la diferencia tipo

Formulacion general Ejemplo: n=25; my = 110;
Sy =20; a=0,05
Hy: oy, =y «{hipotesis} — Hy: 0, =70

{modelo de muestreo}
e En la poblacion la variable X tiene una distribucion (aproxi-
madamente) normal, con un promedio , y una desviacion

estandar oy desconocidos.

e La poblacion es de gran tamafio y en ella se sorted un mues-
tra aleatoria simple de tamafio...
n | 20

52 «{variable}— 652

) &

{distribucion de muestreo} : Distribucion del 2 con...
n—1 grados de libertad | 19 grados de libertad

{variable-test}

2 2
S
-1 = o = 7265 =16.38
7/ 70
[ n—l) ( (20—1))
a «{Nivel de significancia} —» 0.05

Orientacion del test = {zona de rechazo}:
test unilateral a la derecha

Hyt 0072 2o 2 220a(@ | Hyt 0270 = 22,5>30.144
O test unilateral a la izquierda
Hy: 6<r= o101 (@) Hy @ 6,<70 = 42,4<30.144

2a <« {Nivel de significancia} —»> 0.10

Test bilateral asimétrico

= Lo P12 0 = £,6<10.117 0
Por>7n1(@) 7 19>30.144
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Tabla de los valores criticos del test de student (test bilateral)
Grados de Probabilidad

libertad 0.10 0.05 0.01

1 6.314 12.706 63.656

2 2.920 4.303 9.925

3 2.353 3.182 5.841

4 2.132 2.776 4.604
5 2.015 2.571 4.032
6
7
8
9

1.943 2.447 3.707
1.895 2.365 3.499
1.860 2.306 3.355
1.833 2.262 3.250

10 1.812 2.228 3.169
11 1.796 2.201 3.106
12 1.782 2.179 3.055
13 1.771 2.160 3.012
14 1.761 2.145 2977
15 1.753 2.131 2.947
16 1.746 2.120 2.921
17 1.740 2.110 2.898
18 1.734 2.101 2.878
19 1.729 2.093 2.861
20 1.725 2.086 2.845
21 1.721 2.080 2.831
22 1.717 2.074 2.819
23 1.714 2.069 2.807
24 1.711 2.064 2.797
25 1.708 2.060 2.787
26 1.706 2.056 2.779
27 1.703 2.052 2.771
28 1.701 2.048 2.763
29 1.699 2.045 2.756
30 1.697 2.042 2.750
40 1.684 2.021 2.704
50 1.676 2.009 2.678
60 1.671 2.000 2.660
70 1.667 1.994 2.648
80 1.664 1.990 2.639
90 1.662 1.987 2.632
100 1.660 1.984 2.626
0 1.645 1.960 2.576

Fuente: Valores calculados con la ayuda de la funcion TINV del logicial Ex-
cel.
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