CAPITULO 2-2
LA INDUCCION ESTADISTICA

2-2.1 LA INDUCCION ESTADISTICA
EN EL METODO CIENTIFICO:
MODELOS TEORICOS Y MODELOS ALEATORIOS®

Estudiaremos después la logica fundamental de las pruebas
de hipotesis, la cual es el punto final de la induccion estadis-
tica. Mientras, antes, es importante situar la induccion esta-
distica en el marco del método cientifico. Nuestro punto
inicial serd un esquema simplista del metodo cientifico hipo-
tético-deductivo.*

% Malinvaud (1969), caps. 1 y 2 y Blalock (1972), caps. 2 y 8.

% Debemos reconocer que el esquema es truncado. Para tener acceso a una
presentacion mas detallada del proceso de desarrollo del conocimiento, vea
Robert (1993). Lo que se presenta ahora es mas bien lo que Kuhn, en La
estructura de las revoluciones cientificas (1983), llama la ciencia “nor-
mal”.
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Teoria

Deduccioén de las implicaciones
Confrontacion con las observaciones
Si hay contradicciones, revision

o desecho de la teoria

Tanto en ciencias sociales como en ciencias fisicas, se
formaliza, a menudo, las teorias como modelos: “Un modelo
consiste en la representacion formal de ideas o de conoci-
mientos con relacion a un fenémeno” (Malinvaud, 1969, p
45).

Cuando, como pasa muchas veces, se selecciona una re-
presentacion formal del tipo matematico, tenemos un modelo
matematico.

Una teoria es una construccion intelectual de caracter
hipotético, es decir, una hipdtesis global emitida con relacion
a un fenémeno. De igual manera, un modelo, y también las
partes del modelo, son una representacion formal del feno-
meno. No obstante, tanto en el modelo como en la teoria, no
se definen los conceptos en términos operacionales, esto es,
no se pueden confrontar las hipotesis tedricas directamente
con las observaciones. Para esto es necesario traducir las
hipotesis tedricas en hipotesis operacionales, lo que implica
definir mediciones (vea el capitulo 1-1). En estas condicio-
nes, el esquema complejo es el siguiente:
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Teoria
J

(formalizacion)

Modelo
2
Hipotesis tedricas
2

(operacionalizacion, medicion)
Hipotesis operacionales

Confrontacion con las observaciones

Si hay contradiccion revision
o desecho de la teoria o de la formalizacion
o de la operacionalizacion

En este esquema es facil observar que una contradiccion
entre las observaciones y las predicciones de la teoria puede
venir no solamente de la teoria misma o también de su forma-
lizacion o de su operacionalizacion. En la realidad el proceso
de la investigacion no es tan fluido como lo ensefa el primer
esquema...

La estadistica interviene al momento de la confrontacion
con las observaciones visto que, en la mayoria de los casos,
se efectian éstas sobre un muestreo cuando el modelo abarca
una poblacion. Ahora bien, la mayoria de los modelos mate-
maticos son deterministas, o sea que las variables que repre-
sentan los conceptos se vinculan entre si gracias a relaciones
funcionales (funciones matematicas) que no tienen ningun
elemento aleatorio.
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Sin embargo, la relacion entre una muestra y la poblacion
de donde proviene, es esencialmente aleatoria puesto que ca-
da muestra no es mas que una de muchas muestras posibles.

Para confrontarlos con las observaciones, se necesita
complementar los modelos deterministas para tomar en cuen-
ta este elemento aleatorio. Al combinar un modelo determi-
nista y un modelo de la relacion aleatoria de la muestra con la
poblacion, obtenemos un modelo aleatorio (probability mo-
del).” Para traducir esta distincion, algunos autores designan
como “modelo estructural” (structural model) el modelo ted-
rico determinista y como “modelo muestral” (sampling mo-
del) el modelo de relacion entre la muestra y la poblacion.”

Hasta el momento mencionamos una sola fuente de lo
aleatorio. De hecho, existen tres “puertas” por las cuales lo
aleatorio se introduce en los modelos:*

1. Primero, existe el caracter aleatorio que ya se mencio-

né de la relacion entre la muestra y la poblacion de
donde proviene.

% <« ] para todo conjunto de valores que se dan a las variables exogenas,
un modelo aleatorio define la ley de probabilidad correspondiente a las va-
riables endogenas” (Malinvaud, 1969, p. 59).

%! Mas precisamente, Upton y Fingleton (1985, p. 264) nombran “structural
model” a la especificacion de la relacion funcional entre la variable depen-
diente y las variables independientes; nombran “sampling model” a la
hipotesis con relacion a la distribucion de probabilidad de la variable de-
pendiente (o, lo que equivale, del termino de error).

°2 Malinvaud escribe: “Sabemos que se justifica el empleo del célculo de
las probabilidades para el analisis de los datos estadisticos con una u otra
de las dos consideraciones siguientes: o bien se asimila el fendémeno estu-
diado con un proceso que tenga una determinacion aleatoria de algunas
magnitudes; se consideran, entonces, estas magnitudes como aleatorias en
el universo (NDLR: es decir, en la poblacion) como en la muestra observa-
da. O bien, la seleccion de los elementos observados resulta de un sorteo
aleatorio; entonces, la composicion de la muestra es aleatoria, y por lo tan-
to, los datos obtenidos lo son también aunque se refieran a variables no
aleatorias.” (Malinvaud, 1969, p. 62). Malinvaud prosigue diciendo que, en
el contexto de la econometria, la primera consideracion se adapta mejor.
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2. Segundo, las variables operacionales son mediciones
imperfectas de los conceptos, asi que podemos consi-
derar que el error de medicion es aleatorio (es decir,
determinado al azar). Por lo tanto, se puede representar
con un modelo aleatorio, la influencia de los errores de
medicion que intervienen en el momento de la traduc-
cion de las hipotesis teoricas en hipdtesis operaciona-
les (los modelos de la “teoria de los errores” en
ciencias fisicas fueron de por si unos de los primeros
modelos aleatorios).

3. Finalmente, percibimos algunos fenémenos como alea-
torios de por si y no se pueden representar adecuada-
mente con modelos tedricos no aleatorios. El azar en
estos modelos constituye un concepto que encierra
unas veces una indeterminacion fundamental (como en
fisica de las particulas), otras, una multitud de factores
que no se pueden observar (como pasa en la mayoria
de los casos en ciencias sociales),” y cuyas manifesta-
ciones aparecen como consecuencias de la aplicacion
de las leyes de probabilidad.

De todas maneras, un modelo aleatorio tiene un caracter
hipotético puesto que se apoya en hipdtesis sobre la estructu-
ra aleatoria, es decir sobre las leyes de probabilidad que rigen
el azar. Durante la confrontacion con las observaciones, estas
hipdtesis no se cuestionan (por lo menos no todas). Se consi-
deran, por decirlo asi, como el peaje que se exige para cruzar
el puente de lo conocido a lo desconocido, dado que la in-
duccidn estadistica va “mas alla” de los datos observados.
Sin embargo, aunque la induccion se basa en hipotesis, existe
una ganancia epistemologica cuando las hipotesis que fun-

% En particular, pensamos en los modelos de utilidad aleatoria (random
utility) subyacentes a los modelos de selecciones discretas (discrete choice)
logit, probit, etc. Vamos a encontrar este tipo de modelos en el apartado 4-
3.
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damentan la induccién son menos restrictivas que los resulta-
dos obtenidos por medio de la induccion.

En resumen, lo mismo si la simplicidad del esquema que
presentamos con anterioridad aparenta lo contrario, debemos
reconocer que la confrontacion de la teoria, de los modelos y
de las hipotesis con las observaciones es, pocas veces, total.
Cada ejercicio de confrontacion se basa, de hecho, en un mo-
delo mas general que no se cuestiona. Esto es ciertamente el
caso de la induccién estadistica y de los tests de hipdtesis,
temas que trataremos mas adelante. En efecto, los tests de
hipotesis se aplican, casi siempre, a unas formas particulares
de un modelo tedrico general que no se cuestiona y se basan
en un modelo aleatorio que no se cuestiona tampoco.*

2-2.2 ALGUNOS CONCEPTOS CLAVE
DE LA TEORIA DE LAS PROBABILIDADES"

Antes de estudiar propiamente la induccion estadistica, es ne-
cesario recordar, aunque de manera resumida, las definicio-
nes de algunos conceptos claves de la teoria de las
probabilidades.

% Una “confrontacién total” seria propia de una revolucion cientifica a la
Khun, Sin embargo, es dudoso que la induccion estadistica tenga un papel
predominante en el proceso de cambio de paradigma de una revolucion
cientifica. No obstante, es cierto que existen tests “de nivel superior”, por
asi nombrarlos, que se aplican a ciertos aspectos del modelo aleatorio. Pe-
ro, estos mismos tests se basan en modelos aleatorios mas generales los
cuales, a este punto, no se cuestionan. Podemos imaginar un test del mode-
lo aleatorio del test del modelo aleatorio... Antes bien, poco importa la “al-
tura” del nivel al cual llegamos, siempre existird un nivel superior donde el
modelo de muestreo no se cuestiona.

* Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, caps. 3 y 4, apartados 4.1-
4.2)
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2-2.2.1 Conceptos fundamentales

Azar (de la palabra arabe az-zahr, “el dado”). El Diccionario
Enciclopédico Planeta lo define como “suceso que se presen-
ta fortuitamente sin venir motivado por intencion o plan al-
guno”.

Evento aleatorio.”® Evento cuya realizaciéon o no depende del
azar. Por ejemplo, en el caso de las muestras que se pueden
sortear de una poblacidn, cada posibilidad es un evento alea-
torio. Cuando se sortea una muestra, solo uno de estos even-
tos se realiza mientras que los demas no se realizan.

Variable aleatoria. Es una variable cuyo valor es el resultado
de eventos aleatorios.” Puesto que el resultado del sorteo de
una muestra es un evento aleatorio, todas las mediciones que
se pueden efectuar sobre una muestra son variables aleato-
rias. Esto se aplica tanto en los datos brutos como en las esta-
disticas calculadas a parir de estos datos.

Distinguimos las variables aleatorias discretas que no
pueden mas que tomar ciertos valores (nimeros enteros en la
mayoria de los casos), y las variables aleatorias continuas,
cuyo valor puede ser cualquier nimero real en un intervalo
dado (abierto o cerrado). Las variables aleatorias continuas
forman un conjunto de posibilidades infinitas, cuando las va-

95 “Alea” significa dado de jugar en latin. Recordemos el famoso “Alea
Jacta est” (se jugaron los dados), significa la suerte esta echada",de Julio
Cesar al momento de cruzar el Rubicon.

% En la mayoria de los manuales de estadistica, la distincion entre la varia-
ble aleatoria y sus valores posibles o observados se manifiesta a través de
una simbolizacion donde X es la variable aleatoria y X sus valores posibles
o observados. En nuestro contexto, escribiremos “variable aleatoria” tex-
tualmente cuando serd necesario; de otra manera, usaremos una X para de-
signar los dos.
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riables aleatorias discretas pueden formar un conjunto de po-
sibilidades finito cuando su campo de variacion es finito.”

Probabilidad de un evento aleatorio. Todos tenemos una no-
cion intuitiva de lo que es una probabilidad, sin embargo, no
es dar de este concepto una definicion rigurosa. Se puede tra-
tar la nocion de probabilidad de tres maneras.

Podemos concebir la probabilidad en el contexto de una
serie de “experimentos” o de “pruebas”, donde el resultado
de cada intento es un “éxito” (el evento acontece) o de una
“falla” (el evento no acontece); ésta es la definicion “frecuen-
tista” de la probabilidad en términos de frecuencias relativas
de un evento aleatorio. Durante una serie de experimentos de
este tipo (sortear cara o cruz o echar los dados), se define la
probabilidad de un evento aleatorio (como obtener “sol” o un
“seis”) como la proporcidon de los experimentos cuando este
evento se realiza en promedio.

Se puede definir la probabilidad de un evento como la
suerte que pensamos tenga un evento de acontecer en una es-
cala de 0 a 100% (definicion subjetiva o bayesiana).

Finalmente, podemos considerar el concepto de probabili-
dad como primero y no definible para luego enunciar un sis-
tema de axiomas al cual se debe conformar cualquier
medicion de probabilidad.

2-2.2.2 Distribuciones de probabilidad

Funcion de distribucion de probabilidad o distribucion de
probabilidad. Es una correspondencia que asocia una proba-
bilidad a cada evento de un conjunto exhaustivo de eventos
que sean mutuamente exclusivos (posibilidades). Por ejem-

°7 Una variable aleatoria cuyo campo de variacién es el conjunto de los en-
teros naturales es una variable discreta; sin embargo, el conjunto de sus va-
lores posibles es infinito.
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plo, cuando jugamos a cara o sol una vez con una moneda
que no es trucada, la funcidn de probabilidad es
Prob(cara) = Prob(sol) = 0.5

La distribucion de probabilidad se parece a una distribu-
cion de frecuencia relativa, pero se distingue en el hecho de
que la distribucion de frecuencia especifica frecuencias obser-
vadas cuando la distribucion de probabilidad asigna a cada
evento la frecuencia relativa que tendria en promedio en un con-
texto de una serie infinita de experimentos (vea mas arriba, la
definicion “frecuentista” de la probabilidad).

Funcion de distribucion acumulada de una variable aleato-
ria. La funcion de distribucion acumulada de una variable
aleatoria es una funcién F(x) (una correspondencia) la cual,
por cada valor posible de x de la variable aleatoria, da la pro-
babilidad de que la variable aleatoria tome un valor inferior o
igual a x.”

Por ejemplo, si sorteamos cara o sol cuatro veces, el ni-
mero de veces que obtenemos cara es una variable aleatoria
discreta cuya funcion de probabilidad y funcion de distribu-
cion acumulada se representan en la tabla que sigue (esta dis-
tribucion se llama distribucion binomial). Las figuras que
acompanan la tabla ilustran las nociones de distribucion de
probabilidad y de funcidn de distribucion acumulada.

% En caso que los valores de la variable aleatoria no sean numéricos —
como “cara” o “sol”— es necesario definir con anterioridad el orden en el
cual se acomodan estos valores para que la relacion “inferior o igual” tenga
sentido.
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Funcidn de distribucion acumulada de una variable aleatoria

Numero de  Probabilidad Probabilidad acumulada
“S()l”
Xi f(Xi) F(Xi—l) F(Xi)
0 1/16 1/16
1 4/16 +1/16 =5/16
2 6/16 +5/16 =11/16
3 4/16 +11/16 =15/16
4 1/16 +15/16 =16/16
Funcion de probabilidad
1
09— ——m
08 f ——— - mm
0.7 +r—-————"—"—"—"—"—"—"—"—~"—~"—~"—~"—~"—~"—~—~—~—"—————— — — — —
= 051
§ oad o _____ 03750 _ _ _ _ _ _________
o
a: 0.3 1 0.2500 / 0.2500
0.2 7 / /
014 00625 0.0625
0 1 2 3 4

0.9
0.8
0.7

Probabilidad

0.1

Numero de “sol”

Funcion de probabilidad cumulativa

0.6 1
0.5 A
0.4
0.3 4
0.2 A

0.9375 1.0000

Numero de “sol”

[\S}
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2-2.2.3 Distribucion de muestreo”

El concepto de distribucion de muestreo (sampling distribu-
tion) es primordial en induccion estadistica. Es la forma ope-
racional que toma el modelo de muestreo (el modelo de la
relacion entre una muestra y la poblacion; vea 2-2.1).

En efecto, una distribucion de muestreo es una distribu-
cion de probabilidades asociada a una estadistica. Recorde-
mos que una estadistica es una caracteristica de una muestra,
mientras que un parametro es una caracteristica de una po-
blacion.

Abhora bien, vimos que una muestra no es mas que una de
las muestras del mismo tamafio que se podria obtener de la
poblacion estudiada. Por consiguiente, segun la muestra ob-
tenida, la estadistica podria tomar valores diferentes. Y, pues-
to que la muestra se obtiene al azar, el valor de la estadistica
es aleatorio y la estadistica misma es una variable aleatoria.
La distribucion de muestreo de la estadistica es su distribu-
cion de probabilidad en la poblacion de las muestras de un
tamafo especifico que se pueden obtener al azar en una po-
blacion estudiada.

En general, la distribucion de muestreo de una estadistica
depende de los parametros de la poblacion estudiada. Es esta
dependencia la que permite, a partir del valor observado de
una estadistica, formular enunciados probabilistas con rela-
cion con los parametros. Explicitaremos este proceso cuando
tratemos el tema de los tests de hipotesis.

Por ejemplo, imaginemos que queramos saber si una mo-
neda que usamos para jugar a cara o sol es trucada. Si la mo-
neda no es trucada, deberia “en promedio” caer con la misma
frecuencia sobre cara o sol. Sin embargo, para conocer el
verdadero promedio, se tendria que lanzar la moneda un nu-
mero infinito de veces porque, independientemente del nu-

* Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, p. 224-226).
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mero de lances, nunca estaremos seguros del resultado de los
lances suplementarios que podriamos efectuar. La poblacion
estudiada es, por lo tanto, infinita. La inica manera que que-
da para decidir si debemos considerar si la moneda es trucada
0 no es efectuar un cierto numero de lances, calcular la pro-
porcion de cara y sol y aceptar la moneda como honesta si es-
ta proporcion (frecuencia relativa) es lo suficientemente
cercana a 50%. La distribucion de muestreo de esta propor-
cion es la distribucion de probabilidad de esta estadistica. Es-
ta distribucion depende del numero de lances y del verdadero
valor de la probabilidad.

Diagrama 1

(La moneda es trucada?
Parametro:
probabilidad
de “cara”

Poblacion (o)

Estadistica:
proporcion
de “cara”

218




Diagrama 1b

(La moneda es trucada?

Poblacion infinita
de los resultados de todos
los lances posibles

]
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Muestra ‘ )
~ \\\ ’
1 \\ S ‘<
1

\
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Poblacion infinita de todas las muestras
posibles de tamafio 4

Distribucion
binomial
Parametro:
“verdadera”
proporcion de
“cara”
= probabilidad

Estadistica:
proporcion de
“cara” en una
muestra.

Distribution de
la estadistica =
distribucion de
muestra
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2-2.2.4 Variables aleatorias continuas: funcién de densidad
de probabilidad y esperanza matemética

Funcion de densidad de probabilidad de una variable aleato-
ria continua®

Con el fin de entender correctamente la lo6gica de los tests es-
tadisticos, es de suma importancia captar la diferencia entre
una funcion de densidad de probabilidad y una funcién de
distribucién de probabilidad (aunque la expresion mas usual,
“distribucion de probabilidad” se aplique indiferentemente
para los dos).

Son variables aleatorias continuas. Ahora bien, con una
variable aleatoria continua el numero de valores posibles es
infinito. En consecuencia, la probabilidad de que la variable
aleatoria pueda tomar un valor especifico es normalmente in-
finitamente pequefia; en otras palabras, no podemos asociar
una probabilidad a cada valor posible de la variable aleatoria,
asi que el concepto de funcion de probabilidad como lo defi-
nimos anteriormente no se aplica.

Es la razon por la cual, cuando tratamos con variables
continuas, es necesario recurrir a la nociéon de funcién de
densidad de probabilidad. Se define la funciéon de densidad
de probabilidad a partir de la funcion de probabilidad acumu-
lada puesto que, aunque la probabilidad que la variable alea-
toria pueda tomar un valor X especifico es infinitamente
pequea, existe una probabilidad positiva® que su valor no
rebase este valor X: tenemos por lo tanto una funcion

F(x) = Prob (variable aleatoria < X)

* Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, p. 138-140) proponen otra
presentacion de la funcion de densidad de probabilidad.
% Es decir, no infinitamente pequefia.
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Lo cual no es otra cosa que la distribucion acumulada en fun-
cion de los valores posibles de X.

Por ejemplo, se puede considerar el tiempo de vida de un
foco eléctrico incandescente como una variable aleatoria con-
tinua. ;/Cual es la probabilidad de que el foco dure exacta-
mente 112 horas, 23 minutos, 14 segundos y tres centésimas?
Es facil entender que esta probabilidad es infinitamente pe-
quena. Sin embargo, la probabilidad que este foco dure 112
horas, 23 minutos, 14 segundos y tres centésimas o menos es,
de seguro, positiva. Esta tltima probabilidad es la probabili-
dad acumulada

F(x) = Prob (tiempo de vida del foco < x).
donde x =112 hrs. 23 mn 14.03 s.

En resumen, con una variable aleatoria continua, €l con-
cepto de funcién de probabilidad tal como se definio mas
arriba no se aplica, pero la funcioén de distribucion acumulada
existe por lo general. Y es a partir de la funcion de distribu-
cion acumulada F(X) que se define la funcidon de densidad
f(X); es una funcién que, por cada valor posible de la variable
aleatoria, da la tasa (velocidad, densidad) a la cual aumenta la
probabilidad acumulada en este punto de la funcién. Técni-
camente, la funcion de densidad de probabilidad es una deri-
vada (una pendiente) de la funcion de distribucion acumulada
de una variable continua:'®

0=~ F (0
dx

Con el fin de entender correctamente los tests estadisticos,

es de suma importancia captar la diferencia entre una funcion

1% Con relacién en la funcion de distribucion acumulada, la densidad juega
el mismo papel que la velocidad con relacion a la distancia recorrida: en un
gréafico de la distancia recorrida en funcion del tiempo transcurrido, la pen-
diente de la curva da la velocidad en ese instante. La derivada es la veloci-
dad instantanea, que es diferente de la velocidad promedio en un intervalo
dado la cual corresponde en una grafica de la distancia recorrida en la pen-
diente promedio en ese intervalo.
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de densidad de probabilidad y una funcién de distribucion de
probabilidad, porque los tests son, de hecho, razonamientos
sobre las probabilidades y se calculan estas probabilidades
con la ayuda de funciones de densidad de probabilidad. Aho-
ra bien, la ordenada de una funcion de densidad (su altura) no
es una probabilidad (cuando la ordenada de una funcion de
probabilidad si es una probabilidad). Por lo contrario, la su-
perficie debajo de una curva de una funcion de densidad es
una probabilidad; técnicamente esto es cierto ya que si f(X) es
la derivada de F(X) entonces se obtiene F(X) con la integral de
f(x) .

De esta manera,

Prob (a < variable aleatoria <b)= F(b)-F(a)

ficie debaj
Prob (a < var. aleatoria < b) _ (Super icie debajo J

de f(X)entreayb
b
Prob (a < variable aleatoria < b) = j f(x) dx
a
Naturalmente,

+00
J' f(x)dx =1= F(+0)
Se ilustra en la figura 1 la relacion entre la funcion de pro-
babilidad acumulada y la funcién de densidad de probabili-
dad de una variable aleatoria continua.
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Figura 1
Funcién de probabilidad acumulada y funcién de densidad
Funcioén de distribucion acumulada
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r, e *®
Esperanza matematica

El promedio de una variable aleatoria continua en una pobla-
cion infinita no puede calcularse por medio de la famosa
formula:

1 n
Hy =;z X;
i=1
(donde X; son los valores posibles de la variable aleatoria)

simplemente porque el nimero de valores posibles n es infi-
nito. El concepto de esperanza matematica es una generaliza-
cion del promedio. Para una variable continua, la esperanza
matematica es'”'

+00
E(X) = j f (x) x dx
S
Asi, cuando hablamos del promedio de una variable alea-
toria continua en una poblacion, nos referimos a
Hy=E(X)
Y cuando hablamos de la varianza de una variable aleatoria
continua en una poblacion, nos referimos a:

+o0
ol = E{[x —EX)J }: I f (%) [x - E)] dx

En el marco de este curso, s6lo es necesario acordarse que

las formulas de calculo del promedio y de la varianza se pue-

den generalizar en el caso de una variable aleatoria continua.

Por lo que resta, la intuicién que se tenga del concepto del

promedio y de la varianza a partir de las formulas de la esta-
distica descriptiva es suficiente.

" Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 154-155, 184-185).
191 i queremos comparar las dos formulas, se puede decir que J juega el
papel de X y f(x) el papel de (1/n).
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Ley normal”

La ley normal es un ejemplo de la distribucién de probabili-
dad de una variable aleatoria continua. Es una distribucion
cuya funcion de densidad tiene la forma de una campana si-
métrica, como lo ensena la figura 2. Esta distribucion es una
buena aproximacion de varias distribuciones de probabilidad
observadas de manera empirica. Es, también, la distribucion
asintdtica hacia la cual tienden muchas otras distribuciones
(en el tema de distribucion asintética, vea 3.2).

Una de las caracteristicas mas importantes de las distribu-
ciones normales es no tener mas que dos parametros: el pro-
medio y la desviacion estandar. Esto significa que, en caso de
saber que una variable tiene una distribucion normal y de co-
nocer su promedio y su desviacion estandar, se conoce en-
tonces perfectamente su funcion de densidad de probabilidad.

Ademas, si la variable X tiene una distribucion normal con
un promedio £, y una desviacion estandar oy, entonces la va-

riable “estandarizada”

:X_;ux
(o}

z
X

posee una distribucion normal de promedio 0 y desviacion
estandar 1.'”

* Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 142-148).

192 para diferentes valores de la variable normal estandar, las tablas estadis-
ticas dan el valor de la densidad de probabilidad (ordenada de la funcion de
densidad normal) y de la probabilidad acumulada (ordenada de la funcion
de distribucion acumulada normal). Estas tablas nos informan también de
lo inverso, a saber, de el valor de la variable normal estandar que corres-
ponde a diferentes probabilidades acumuladas. Se encuentra lo equivalente
en el software Excel con las funciones NORMSDIST y NORMSIMV, las
funciones que corresponden para las variables normales no estandares son
NORMLIST y NORMINV.
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Figura 2
Distribucion normal
Funcion de distribucion normal cumulativa

Numero de desviaciones estandar respecto al promedio

Funcion de densidad normal

f(x)

Numero de desviaciones estandar respecto al promedio
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2-2.3 MUESTREO, ESTIMACION Y TESTS DE HIPOTESIS

En grandes rasgos, el proceso de la induccién consiste en
usar las estadisticas relativas a una muestra con el fin de
aprender algo con relacion a los pardmetros de la poblacion.

Este proceso conlleva tres tipos de preguntas:

e /Cuales propiedades conviene que la muestra tenga?
(Bajo cudles condiciones es razonable considerar esta
muestra como “representativa’?

e ;Cuales son las estadisticas de la muestra que se pue-
den usar para estimar el valor de los parametros de la
poblacion? ;Cuales son las propiedades de estos esti-
madores?

e ;Como se puede evaluar la fiabilidad de las estimacio-
nes obtenidas? De manera mas general, ;qué se puede
afirmar de la poblacion y con qué grado de confianza?

Con relacion a este tercer tipo de preguntas, los principios

epistemologicos subyacentes a la induccion conducen a los
tests de hipdtesis.

Se puede, por lo tanto, dividir la induccion estadistica en tres
partes:

e [a muestra.

e La estimacion.

o Los tests de hipotesis.

2-2.3.1 Muestrario”

Un plan de muestreo debe contestar las preguntas siguientes:
1. ;Coémo seleccionar la muestra de manera a respetar las
condiciones que requiere el modelo de muestreo (sam-
pling model) que corresponde al modelo de relacion
entre la muestra y la poblacion? O, a la inversa, ;cual

* Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, cap. 23).
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modelo de muestreo refleja correctamente el modo de
seleccionar la muestra?

2. ¢Cual tamafio de muestra es necesario para obtener la

precision y el nivel de confianza deseados?

Antes de definir el plan de muestreo, hay que escoger la
unidad de observacion. Por ejemplo, en una encuesta a los
consumidores, la unidad de observacion puede ser la persona
o el hogar. El conjunto de las unidades de observacion consti-
tuye la poblacion de la que se quiere sacar una muestra. Y la
poblacion también tiene que ser bien definida. Por ejemplo,
en una encuesta a los hogares, por supuesto, hay que circuns-
cribir el universo muestrario por limites geograficos u otros.
Pero hay también que circunscribir el universo como concep-
to: por ejemplo, en una encuesta a los hogares, ;se quiere to-
mar en cuenta los hogares de una persona sola? ;Hogares
“colectivos” (prisiones, conventos, cuarteles militares)?

Seleccion

Mencionemos los tres tipos mas importantes de muestras.

La primera distinciéon que debemos operar en los métodos
de seleccion es entre aquellas que conducen a una muestra
aleatoria y las demas. Una muestra aleatoria es una muestra
que se constituye por medio de un método de seleccion que
permite conocer, para cada una de las muestras posibles, cual
es la probabilidad de que se seleccione. En la mayoria de los
casos, esto equivale a conocer, para cada individuo, la proba-
bilidad que se seleccione sabiendo que las probabilidades de
los individuos son independientes entre si (la probabilidad
que se seleccione a un individuo no se ve afectada en caso de
que se seleccione cualquier otro individuo).

Muestra aleatoria simple (sorteada): cada individuo de la
poblacion tiene igual probabilidad de ser seleccionado. Este
método de muestreo exige, por lo general, que se haga un in-
ventario previo de la poblacion.
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Un inventario incompleto puede crear un sesgo; por ejem-
plo, una seleccion aleatoria en el directorio telefonico descar-
ta a priori los individuos que no tengan teléfonos o cuyo
teléfono es confidencial. Se cometera un error si los descarta-
dos son diferentes a los demds. Hay otras posibilidades de ses-
go en la recoleccion de datos. Por ejemplo, los que la ciencia
politica suele llamar los “electores discretos” (que no contestan
0 “no saben”) quiza tienen en promedio una opinion diferente
de los que se expresan mas espontaneamente.

Se hace la distincion entre el muestreo simple con o sin
reemplazo: en el primer caso, se sortean sucesivamente los
individuos miembros de la muestra y después de cada sorteo,
el individuo seleccionado vuelve a ser elegible durante el sor-
teo que sigue (asi, un individuo puede ser seleccionado mas
de una vez en la misma muestra); en el segundo caso, se quita
el individuo que ha sido seleccionado de donde se sorteara
los demas miembros de la muestra.

El muestreo sistematico es un método que se acerca del
muestrario aleatorio simple.'” Consiste en seleccionar un in-
dividuo a cada n vez (lo que supone que los casos ya sean or-
denados: por ejemplo, el orden alfabético en el directorio
telefonico o el orden de los nimeros de direccion en las ca-
lles. Para sacar una muestra sistematica, se divide el tamano
de la poblacion entre el tamafio de muestra que se quiere: €so
es el intervalo muestral n. Después, basta sacar al azar el
primer individuo y los demas siguen.

Muestra aleatoria estratificada: cuando la poblacion se di-
vide en varias subpoblaciones (“estratos”) con parametros
que pueden ser diferentes, queremos que la muestra sea re-
presentativa no soélo de la poblacion en general sino también
de la subpoblacion.

Esta representatividad no implica forzosamente que cada
estrato de la muestra sea proporcional a la subpoblacion que

19 May (1993), p. 70.
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representa. De hecho, si buscamos la misma precision para
todas los estratos de la poblacion, es necesario que las subpo-
blaciones menos numerosas tengan una mayor representati-
vidad. Eso porque la precision en la estimacion de los
parametros no es proporcional al tamafio de la muestra. Re-
tomaremos este tema (vea capitulo 2-3, al final del apartado
2-3.5).

Mientras que la muestra aleatoria simple exige un inventa-
rio de la poblacion, la muestra aleatoria estratificada necesita
un inventario por estrato. Eso no es siempre disponible. A
menudo se trata de aproximar la muestra aleatoria estratifica-
da gracias al muestreo por cuotas.'™ Este método consiste en
clasificar a los individuos al momento que son seleccionados,
hasta que se cumpla el nimero esperado (cuota) en cada es-
trato. En una encuesta por cuestionario basada en el muestra-
rio por cuotas, la primera parte del cuestionario sirve para
clasificar a los individuos; no se completa el cuestionario con
los individuos supernumerarios.

Muestra en racimos (cluster): este método consiste en di-
vidir la poblacioén en grupos (racimos) para luego sortear un
cierto numero de éstos; los miembros de estos racimos selec-
cionados constituyen la muestra. Recurrimos a menudo a este
método cuando no se tiene un inventario previo de la pobla-
cion.

Por ejemplo, para efectuar una encuesta en los hogares de
una zona habitacional informal (donde los datos del censo no
son fiables), se puede subdividir la zona en cuadras de casas,
luego seleccionar una cierta proporcion éstas y proceder a la
entrevista en todos los hogares en el interior de las cuadras
seleccionadas. La induccion estadistica es mas dificil con una
muestra en racimos, porque las distribuciones muestrales de
las estadisticas son mas complejas.

1% May (1993), p. 71.
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Por supuesto, hay métodos de muestreos no aleatorios
que, sin embargo, son adecuados en contextos no estadisti-
cos. Asi, encuestas de tipo cualitativo se basan a veces en el
método “bola de nieve” o en el método de saturacion. Pero
esos métodos muestrarios no son pertinentes aqui.

Tamano

Por lo general, més grande es la muestra, mas probabilidad
tiene de ser representativa y mas alto es el grado de precision
de la estimacion para un mismo grado de confianza. Sin em-
bargo, el grado de precision no es directamente proporcional
al tamafio de la muestra (examinaremos este fenomeno con
mas precision al momento de estudiar un test de hipotesis so-
bre el promedio; vea 2-3.5). Segtn los analisis que queremos
efectuar, existen reglas que permiten determinar el tamano de
la muestra requerida para alcanzar la precision y la confianza
deseadas. Pero los costos de la recoleccion crecen con el ta-
mafio.

2-2.3.2 Estimacion

e ;Cudles son las estadisticas de la muestra que se pue-
den usar para estimar el valor de los parametros de la
poblacion? ;Cuales son las propiedades de estos esti-
madores?

En este momento, hacemos una distinciéon entre un esti-
mador que es una formula, un método de calculo, y una esti-
macion o valor estimado como el resultado de la aplicacion
de esta formula. Un estimador es una variable aleatoria pues-
to que el mismo estimador que se aplica a datos de muestras
diferentes arroja, por lo general, valores estimados diferentes.
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Métodos”

Existen tres enfoques:
1. Analdgico.
2. Menores cuadrados.
3. Méxima verosimilitud (Theil, 1971, p. 89, Freund,
1962, p. 223).

1. Estimacion segun el enfoque analdgico. El principio de es-
timacion analdgica (conocido también como método de los
momentos) es simple: para estimar un parametro, se aplica a
la muestra la misma férmula matematica que a la poblacion.
Ejemplo:
Para estimar el valor promedio £ de una variable X en
una poblacion, se calcula el promedio de la misma va-
riable en la muestra.

mx :%in
i

Este procedimiento es totalmente mecanico. Sin embargo,
en general un estimador es la expresion matematica de un
principio de seleccion del “mejor” valor como estimacion del
parametro. Diferentes principios de seleccion conducen a di-
ferentes estimadores, sabiendo que los principios que mas se
emplean son el principio de minimos cuadrados y el principio
de maxima verosimilitud.

Se podria comparar la estimacion con el hecho de sintoni-
zar una radio: se prueba diferentes frecuencias hasta optimi-
zar la recepcion de la sefial para que, al final, el valor
seleccionado en el receptor sea un valor estimado del para-
metro que se busca, o sea la frecuencia de emision. La fre-
cuencia seleccionada dependera del criterio de seleccidon
usado (supongamos que se usa un solo criterio a la vez para

* Referencia: Wonnacott y Wonnacott (1992, cap. 18).
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lograr la comparacion): fuerza de la sefial, ausencia de ruidos
y de distorsion, ausencia de parasitos...'”

2. Principio de los menores cuadrados. El principio de me-
nores cuadrados puede aplicarse sin necesidad de modelo
aleatorio. Consiste en “sintonizar” los valores estimados de
los parametros del modelo de tal manera que, cuando se apli-
ca este modelo a la muestra, sus errores de prediccion sean
tan pequenios como se pueda. La expresion “menores cuadra-
dos” se refiere a la medicion de errores como la suma de los
cuadrados de los errores de prediccion, sabiendo que se mide
cada error con la diferencia entre un valor observado y el va-
lor predicho correspondiente. Esta medicion de errores es,
por lo tanto, el cuadrado de la distancia euclidiana generali-
zada entre la serie de las observaciones y la serie de las pre-
dicciones.

3. Principio del méaximo de verosimilitud. La aplicacion del
principio del maximo de verosimilitud se refiere directamente
al modelo aleatorio seleccionado para representar la relacion
aleatoria entre la muestra y la poblacion o para representar el
caracter aleatorio del fendémeno estudiado. Por consiguiente y
contrario al principio de los menores cuadrados, el principio
del maximo de verosimilitud no puede aplicarse sin modelo
aleatorio. El principio del maximo de verosimilitud consiste
en “sintonizar” los valores estimados de los parametros del
modelo de manera que, suponiendo que estos valores fueran
los buenos, la muestra sea la mas “verosimil” posible. Se mi-
de la verosimilitud con la funcién de verosimilitud, la cual es

1% Hay que tener cuidado con seguir demasiado lejos esta analogia puesto
que cuando sintonizar un radio cuya frecuencia no se conoce se hace por lo
general a tientas, la aplicacion de uno u otro de los principios de estima-
cion conduce, con frecuencia, a una férmula que permite calcular directa-
mente el valor estimado correspondiente.
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la funcion de densidad de probabilidad de la muestra toman-
do los valores de los parametros.

Cuando maximizamos la funcién de verosimilitud, los pa-
peles de los valores observados de la muestra y de los para-
metros en la funcién de densidad de probabilidad son
invertidos: en lugar de considerar los valores observados co-
mo variables aleatorias cuya funcion de densidad de probabi-
lidad depende del valor de los parametros, son, al contrario,
los valores observados que se consideran como fijos y se
hace variar los valores estimados de los parametros de tal
manera que la verosimilitud alcance su méaximo. Los valores
seleccionados como valores estimados de los parametros son,
por lo tanto, los valores cuando la densidad de probabilidad
de la muestra es la mas grande (el modo de la distribucion) y,
por consiguiente, los intervalos alrededor de este punto tienen
la probabilidad mas alta.

En ciertas condiciones, los principios de los menores cua-
drados y del maximo de verosimilitud conducen al mismo es-
timador. En algunos casos (como la estimacion del
promedio), este estimador es al mismo tiempo el estimador
del proceso analdgico.

Propiedades deseables”

Los estimadores son variables aleatorias de modo que sus
propiedades son las propiedades de su distribucion de mues-
treo.

1. Ausencia de sesgo. Entre las propiedades deseables de un
estimador, la ausencia de sesgo es de suma importancia. Un
estimador no sesgado es un estimador cuyo valor sera en
promedio igual al valor del parametro estimado. La expresion

* Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 262-266, 275-276);,
Freund (1962, p. 215-220).
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“en promedio” implica, en este momento, examinar la distri-
bucion de muestreo del estimador.

Por ejemplo, si queremos estimar la varianza de una va-
riable en la poblacion por medio de los datos de la muestra, y
si aplicamos la férmula del método analdgico

S3(x -m,)

podemos demostrar que obtenemos un estimador sesgado: en
caso de repetir el calculo con muy grande nimero de mues-
tras (un infinidad), el resultado seria, en promedio, diferente
de la verdadera varianza. Es la razén por la cual usamos de
preferencia un estimador corregido con tal de eliminar el ses-
go; la formula de este estimador no segado es
S )% = L (Xi —m, )2
n-1%

De la misma manera, el estimador de la covarianza me-

diante la formula del método analogico

=30 -m )y, -m,)

da un estimador sesgado de la covarianza entre X ¢ y en la
poblacién, mientras que
1
Sxy = (Xi - mx)(yi - my)
n-14

es un estimador no sesgado.

2. Eficacia relativa: los estimadores “‘best unbiased”. En el
universo de las muestras posibles, los resultados que cual-
quier estimador no sesgado arroja y apuntan en promedio
hacia el objetivo que constituye el valor del pardmetro que se
pretende estimar. ;Cémo escoger, en estas condiciones, entre
dos estimadores no sesgados? Es obvio que se escogera el es-
timador que apunta mas al centro del objetivo y se evitara el
estimador que arroja resultados mas dispersos.
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Es justamente la varianza que mide la dispersion de una
variable aleatoria alrededor de su promedio. Llamamos “va-
rianza de muestreo” la varianza de un estimador en la pobla-
cion de las muestras posibles (es la varianza de la
distribucién de muestreo); la raiz cuadrada de la varianza de
muestreo constituye el “error de muestreo” (sampling error).
Se dice que un estimador no sesgado es mas eficaz que otro
cuando su varianza de muestreo es inferior a la varianza del
otro.

Llamamos “best unbiased” un estimador no sesgado cuya
eficacia relativa es superior a la eficacia de cualquier otro es-
timador no sesgado. Esta misma apelacion se usa de manera
mas restrictiva para una clase dada de estimadores. Por ejem-
plo, en la clase de estimadores cuyo valor es una funcién li-
neal de los datos, el estimador que detenta la mejor eficacia
relativa es conocido como el “Best Linear Unbiased Estima-
te” o “BLUE”.

3. Convergencia. Otra propiedad deseable de un estimador es
que su precision sea superior en cuanto la muestra sea de ta-
mafio mas grande o, dicho de otra manera, que su varianza de
muestreo sea mas pequefia cuando la muestra es mas grande.
Se dice que un estimador es convergente si su varianza de
muestreo tiende hacia cero cuando el tamafio de la muestra
tiende hacia el infinito (la distribucion de muestreo tiende a
concentrarse en un solo punto).

4. Suficiencia. Finalmente, un estimador es suficiente cuando
incorpora toda la informacion contenida en la muestra con re-
lacion al parametro que se pretende estimar; en cuanto se cal-
culd el valor del estimador (a partir de los datos de la
muestra), no se podra aprender algo mas sobre el valor del
parametro aunque se examinen nuevamente los datos de la
muestra.
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Técnicamente, esta propiedad se traduce de la manera si-
guiente: si un estimador es suficiente entonces la probabili-
dad de la muestra (su verosimilitud) dada el valor estimado
es independiente del valor del parametro.

2-2.3.3 La logica fundamental de las pruebas de hip6tesis”

Volvamos a examinar el esquema del método cientifico estu-
diado en el apartado 2-2.1. La logica fundamental de este
proceso es el siguiente:

¢ Siuna teoria (0 un modelo o una hipoétesis) es verdade-

ra, entonces sus implicaciones son también verdaderas.

e Por lo tanto, si las observaciones contradicen las im-

plicaciones de una teoria, esta teoria no es verdadera;
es falsa.

Con este razonamiento, se pretende aclarar algo de suma
importancia: jsi las observaciones no contradicen las impli-
caciones de una teoria, este hecho no nos da el derecho de
concluir que esta teoria es verdadera! Con mas precision, pa-
ra poder concluir que esta teoria es verdadera, es necesario
que no exista otra teoria posible que sea compatible con las
observaciones. En la practica, esta condicion es tan exigente
que nunca se cumple.

En resumen, al momento de confrontar las implicaciones
de una teoria con las observaciones, se rechaza la teoria
cuando las observaciones contradicen las implicaciones; en el
caso contrario, cuando las observaciones no contradicen las
implicaciones, no se puede todavia confirmar la teoria, solo

queda en la categoria de “no rechazada”.'®

" Referencias: Blalock (1972), cap. 8, “The fallacy of affirming the conse-
quent”.

1% personalmente prefiero la expresion “no rechazada” en lugar de la pala-
bra “aceptable” que usa Wonnacott y Wonnacott (1992) por el riesgo de
pasar de la categoria “aceptable” a la categoria “aceptada”, que no es lo
mismo. Se reconocerd, aqui un parentesco con el falsificasionismo poppe-
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Es esta misma logica de rechazo/no rechazo que prevalece
en los tests de hipdtesis. Sin embargo, existe una diferencia
capital: en los tests de hipotesis, la relacion entre las hipotesis
y la muestra observada es aleatoria, lo que implica que el ra-
zonamiento ya no puede ser determinista sino mas bien pro-
babilista.

En una légica determinista, una observacion es compati-
ble con la hipotesis o no lo es, es decir, no existe un punto in-
termedio. En la logica probabilista, una observacion es mas o
menos compatible con la hipétesis: cuanto mas improbable
una observacion mientras que se supone la hipotesis verdade-
ra, menos compatible con la hipotesis.

Para ilustrar esto, ensefiaremos un ejemplo un tanto caricatu-

ral:
Consideremos la hipotesis de que el dromedario no es
parte de la fauna salvaje del continente australiano.
Supongamos que un viajero, con gran estupefaccion,
encuentre un dromedario sin amo en el desierto austra-
liano. Esta observacion contradice su hipdtesis. Sin
embargo, este dromedario pudiera haberse escapado de
un circo o de un zooldgico o bien pudiera ser un espe-
jismo. La observacion de un dromedario no es imposi-
ble, mas bien es improbable: la observacion de un solo
dromedario o hasta de algunos no podria considerarse
como incompatible con la hipotesis. Ahora bien, su-
pongamos que el mismo viajero ubique dromedarios
en diferentes momentos. Si la hipotesis fuese verdade-
ra, estas repetidas observaciones serian extraordina-
riamente improbables. Al paso de tiempo, el
observador acabara por concluir que estas observacio-
nes no son compatibles con su hipotesis.'”’

riano; para Popper, una hipotesis que no es posible rechazar logica o empi-
ricamente no es “cientifica”.

197 1 os dromedarios salvajes son parte de la fauna de los desiertos austra-
lianos desde que fueron abandonados por caravaneros afganos, quienes los
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En este ejemplo, nuestro viajero se contentara, de seguro,
con un enfoque intuitivo. En caso de los tests de hipdtesis,
esta claro que se formaliza mucho mas el proceso; en particu-
lar,

o Se debe cuantificar las probabilidades de las cuales tra-
ta el razonamiento. (Si bien se sabe que el dromedario
no es parte de la fauna australiana, ;cual es la probabi-
lidad exacta de, no obstante, encontrar un dromedario?
(De encontrar dos? ;Tres?);

e Se debe tomar la decision de rechazar la hipotesis bajo
criterios precisos, definido de antemano (;cual es la
probabilidad arriba de la cual decidiremos que las ob-
servaciones son incompatibles con la hipotesis?)

Es la primera de estas dos exigencias la que, por mucho,
causa grandes dificultades tanto conceptuales como practicas.
En cuanto a la segunda, veremos que es, ni mas ni menos,
una exigencia de transparencia.

importaron para asegurar las comunicaciones trans-continentales antes la
construccion del ferrocarril.
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